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Nel presentar tradotta in Italiano 
questa celebre Geometria , non v' è 
certamente bisogno di raccomandarne 
l'Autore, essendo ormai tanto famoso 
in Europa. In Francia è già termina- 
ta la seconda copiosissima edizione, e 
se ne sta imprimendo la terza . Riguar- . 
do al metodo tenuto nel tradurla, non 
posso dire altro se non che la fedeltà 
è stata spinta fino allo scrupolo . Ri- 
guardo poi allo spirito con cui sono 
stati scritti questi elementi, ed alle po- 
che nozioni che si richiedono per, af- 
ferrarne il senso , lasceremo che l'Au- 
tore stesso l' esponga nel breve squar- 
cio che segue. 

Si dà taccia agli elementi di geome- 
trìa d'esser poco rigorosi: benché diver- 
se opere di tal sorte abbiano dei van- 
taggi particolari , e soddisfaccelo assai 
bene al fine per cui sono state compo- 
ste, non ve n'è alcuna che giunga a di' 
mostrare tutte le proposizioni in un mo- 
do da appagare completamente lo spit- 



rito . Ora gli autori suppongono delle 
cose che non sono contenute nelle defi- 
nizioni ; ora queste definizioni stesse son 
difettose; talvolta essi si contentano, 
d' invocare la testimonianza degli oc- 
ckj ì altrove impiegano de' princìpi veri 
in se stessi , ma che sembrano avvolgere 
qualche negligenza di cui la mente non 
resta soddisfatta . In generale è diffici- 
lissimo il fare degli elementi rigorosi, 
0)nori solo nella geometria, ma in tutte 
le scienze.' le proposizioni più semplici 
sono quelle che recano il maggiore im- 
barazzo, e che si dimostrano col minor 
successo . Ma la difficoltà non è una ra- 
gione che debba impedire d' intrapren- 
dere opere sì utili . E siccome l' oggetto 
della geometrìa è semplice e di facile 
intelligenza , si può con fondamento 
sperare di fare de' buoni elementi di que- 
sta più che di ogni altra scienza . Per 
giungere a un tal fine n-on bisogna te- 
mere di comparir lunghi e niiuuti ; pur-* 
che si ottenga la chiarezza , V esattez- 
za, e non si dica veruna cosa superfluu, 
l'oggetto è soddisfatto ; e le lungaggini, 
se ve ne sono , devono essere attribuite 
alla natura delle cose che non permei- 



te una maggior brevità, se non a spese 
dell'esattezza che è la miglior dote del- 
la scienza. Io penso dunque che il me- 
todo dì cui si servivano gli antichi sia 
pur quello che più si accosta alla per- 
fezione, e che meglio conviene alle di- 
mostrazioni della geometria. I moder- 
ni V hanno trovato troppo laborioso : 
gli eri hanno sostituii, altri più sempli - 
ci e più spediti: ma bisogna confessare 
che questi non sono sì rigorosi, nésì sod- 
disf adenti. 

Suppongo che il lettore cono&a la 
teoria delle proporzioni , die si trova 
spiegata ne' trattati ordinar] d' aritm» 
fica 0 d'algebra; suppongo pure che ei 
sia al fatto delle prime regole dell' al- 
gebra quali sono l'addizione e la sottra- 
zione delle quantità, e le operazioni più 
semplici che si fanno sull'equazioni del 
primo grado . Oli antichi che non cono- 
scevano l'algebra, in' supplivano col ra- 
gionamento e coli' uso delle proporzio- 
ni che maneggiavano con molta destrez- 
za. Noi che abbiamo quest' istruriiento 
dì più avremmo torto non usandolo, se 
ne può risultare una facilità maggiore. 
Non ho dunque esitato a impiegare dei 
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segni e delle operazioni d' algebra allor- 
ché l'ho giudicato necessario: ma ho 
procurato nel tempo stesso di non, com- 
plicare con operazioni difficili ciò che 
deve esser semplice di sua natura; e tut- 
to l'uso che ho fatto dell' algebra in que- 
sti elementi si riduce, come ho già det- 
to ad alcune regole semplicissime , che 
si possono sapere quasi senza pensare 
che appartengano all' algebra . 

Del rimanente mi sembra che se lo 
studio della geometria deve esser prece- 
duto da qualche lezione d' algebra, non 
sarà neppure mutile di condurre di pari 
passo lo studio di queste due scienze, e 
di frammischiarle fra loro per quanto è 
possibile. Inoltrandosi nella geometria, 
sì sente di più in più la necessitàdi com- 
binare insieme un maggior numero di 
rapporti, e l'algebra può esser d'un 
gran soccorso per condurre ai resultati 
nella manierapiù pronta e più facile. . . 
Stabilite le proposizioni degli elementi 
sopra basi solide, le loro diverse combi- 
nazioni , le applicazioni , e le conseguen- 
ze che se ne possono tirare divengono del 
dominio dell' algebra; e , sarebbe cosa 
puerile V impiegare sempre un metodo 
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laborioso, mentre gitesene può sosti- 
tuire uw altro molto più semplice, e 
ugualmente sicuro . 

Conosco che l'esecuzione di quest'o- 
pera è ancora molto imperfetta, e può 
esser migliorata per molti lati . Tocca ai 
geometri a pronunziare sulle innovazio- 
ni che troveranno in numero assai gran- 
de in questi elementi: attendo il loro 
giudizio, e invoco il soccorso de' loro lu- 
miperessere'aportata di dare a quest'o- 
pera i perfezionamenti di cui può esser 
suscettibile. 



Nota. I numeri posti in margine indicanole 
proposizioni alle quali sì manda per l'intelligenza 
del discorso. Un solo numero, per esempio 4 ìndica 
la quarta proposizione del libro presente; due nu- 
meri, per esempio 20, 3 indicano la ventesima pro- 
posizione del libro terzo . 



INDICE 

DEI LIBRI 



Lib. I. I Principj. 
Lib. II. Seguito de' Principj . 
Lib. III. Le Proporzioni delle Figure. 
Lib. IV. 1 Poligoni regolari, e la mi- 
sura del Circolo . 

-Appendice al libro IV. 

Lib. V. / Piani, egli Angoli solidi . 
Lib. VI. / Poliedri. 
Lib. VII. La Sfera . 

Appendice ai libri VI. VII. 

Lib. VIII. / corpi tondi . 

s 



ELEMENTI 



DI 



GEOMETRIA 



i. La geometrìa è una scienza che ha per 
oggetto la misura dell' estensione . 

L' estensione ha tre dimensioni, lunghez- 
za, larghezza e altezza. 

2. La linea è una lunghezza senza lar- 
ghezza. 

Le estremità d' una linea si chiamano punti : 
il punto non ha dunque alcuna estensione. 

3. La linea retta è il più corto cammino 
da un punto a un altro. 

4. Ogni linea che non è retta, nè compo- 
sta di linee rette è una linea curva . 

_ Così AB è una linea retta', ACDB 'una Ffc. 
linea spezzina,. 0 composta dì linee rette, e 
AEB è una linea curva.* 
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5. Superficie è ciò che ha lunghezza e lar- 
ghezza senza altezza o grossezza. 

6. Il pLmo è una superficie nella quale 
prendendo due punti a piacere, e unendo 
questi due punti con una linea retta, questa 
linea sta tutta nella superficie. 

2- Ogni superficie die non è piana , nè'cpm- . 
posta di superficì piane è una superficie curva. 

8, Solido, o corpo è ciò che riunisce le tre 
dimensioni dell' estensione. 
Tig. ■, 9. Quando due linee rette AB, AC s'incon- 
trano, la quantità più o meno grande di cui 
*ono distanti l'una dall'altra si chiarori ango- 
lo; il punto d'incontro o d'intersezione A è 
la sommità dell'angolo, le linee. AB, AG 
ne sono i lati . 

L' angolo s'indica talora colla sola lettera 
* della sommità A , talora con tre lettere BAG 
^ — - o CAB, osservando di porre in mezzo la let- 
tera della sommità . 
Fig.3. 10. Quando la linea retta AB incontra- un 
altra linea CD, talmente che gliangoli adia- 
centi BAG , BAD, siano ugnali fra loro , ognuno 
di questi angoli si chiama un angolo retto, e la 
linea AB vìen detta perpendicolare sopra CD. 
Fig.4. i!- Ogni angolo BAC minore d'un ango- 
lo retto è un angolo acuto-, ogni angolo mag- 
giore DEF è tra angolo aìtuso . 
Vig.5. 12. Due linee si dicono parallele, quando 
essendo situate ne] medesimo piano, non pos- 
sono incontrarsi fra loro, benché si prolun- 
"■ghinà ambedue a qualunque distanza. 

■'13. Figura piana è un piano terminato da 
ogni parte da linee . 
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LIBRO I. 3 
Se le linee sono rette, lo spazio che esse Fig. 6 
racchiudono si chiama figura rettilinea , o po- 
ligono, e lo linee stesse prese insieme formano 
il contorno o perimetro del' poligono. 

14. Il poligono di tre lati è il più sempli- 
ce di tutti, e si chiama triangolo; quello di 
quattro lati si chiama quadrilatero ; quello di 
cinque , pentagono ; quello di-sei , esagono , ec. 

15. Si chiama triangolo equilatero quello che- 

ha i tre lati uguali; triangola? isoscele quel- Pi s- 7- 
lo di cui due soli lati sono uguali; triangolo 
scaleno quello che ha i tre lati disuguali . 

16. Il triangolo rettangolo è quello che ha Fjg lo 
un angolo retto. Il lato opposto all' angolo 
retto si chiama ipotenusa. Così ABC è un , 
triangolo rettangolo in A, e il lato BG èia 

di lui ipotenusa . 

17. Fra i quadrilateri si distingue: 

Il quadrato, che ha i lati uguali , c gli an- Fig.ti 
goli retti. / 

Il rettangolo che ha gli angoli retti seni' ave- Fig.i» 
re Ì lati ugnali . 

Il parallelogrammo che ha Ì lati opposti pa- Fig.iJ. 
ralteli. 

Il romèo, 1 di cui lati sono uguali senza Fi S .i4. 
che gli angoli siano retti . 

Finalmente, il trapezio di «ui due soli la- F%.,y 
ti tono paralleli. 

18. Cliumereino polìgono equi; 'ùtero quello 
di cui tutti i ;jti tono uguali ; puligono eijuitn- 
golo ijin Ilo di cui tutti gli angoli sono uguali . 

19. Dne poligoni sono equilateri fra loro, 
quando hanno 1 lati uguali re-s^ìti vaniti) te , 
abituati nel medesimo ordine, cioè, quando 
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indicando i lati successivi d'ogni poligono 
con primo lato, secondo, terzo ec, il primo la- 
to dell'uno è uguale al primo dell'altro, il 
secondo dell' uno al secondo dell' altro , il ter- 
zo al terzo, e così in seguito. Nella stessa ma- 
niera si concepisce cosa s'intende per due po- 
ligoni equiangoli fra loro. 

In ambedue ì casi i lati uguali o gli angoli 
uguali si chiamano lati o angoli omologhi. 

N. B. Ne'quatlro primi libri non sì tratterà che 
delle figure piane ,o fatte sopra una superficie piana. 

Spiegazione de' termini, e de segni. 

Assioma è una proposizione evidente da 
per se stessa. 

Teorema è una verità che diviene eviden- 
te per mezzo d'un ragionamento chiamato di- 
mostrazione . 

Problema è una ricerca proposta che esige 
una soluzione. , 

Lemma è una verità impiegata sussidiaria- 
mente per la dimostrazione d'un teorema, o 
la soluzione d'un problema. 

Il nome comune di proposizione si attribui- 
sce indifferentemente ai teoremi, problemi e 
lemmi . 

Corollario è la conseguenza che deriva da 
una o più proposizioni . 

Scolio è un* osservazione sulle proposizioni 
precedenti che fa vedere il loro legame, la 
loro utilità d la loro estensione. 
, Il segno=è il segno dell'uguaglianza) così 
l' espressione A=B significa che A è uguale a B. 
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LIBRO/. 5 
Per esprimere che A è minore dì B , si 
scrive A<B . 

Per esprimere che A è maggiore di B , si 
scrive A>B. 

Il segno ■+ sì pronunzia più., e indica l'ad- 
dizione . 

Il segno ■ — si pronunzia meno, e indica la , 
sottrazione. Così A-+B rappresenta la somma 
delle quantità A e B; A — B rappresenta la 
loro» differenza , o ciò che resta togliendo B 
da A; così A— B-*-C, o A-h-G— B significa 
che A e C devono essere aggiunti insieme i 
e che B dev' esser tolto dal totale . 

Il segno X indica la moltiplicazione; così 
AxB rappresenta il prodotto d' A moltiplica- 
to perB. In vece del segno X si adopera talora 
un punto ; così A . B è lo stesso che AXB , 

L' espressione AX(B-t-C-D) indica il pro- 
dotto di A per la quantità B-t-C — D- Se bi- 
sognasse moltiplicare A-+B per A — B-+C , s'in- 
dicherebbe il prodotto così (A'-t-B) X (A-B-+C). 

Un numero posto innanzi a una linea o a 
una quantità serve di moltiplicatore a questa 
linea o a questa quantità; così per esprime- 
re che la linea AB è presa tre volte, si scrì- 
ve 3 AB; per indicarne solamente la metà si 
salve 3AB. _ 

£5 2 

Il quadrato della linea AB s' indica ctìn AB ; 

il suo cubo con AB. Si spiegherà rt suo luogo 
ciò che significa propriamente il quadrato, e 
il cubo d* una linea . 

Il seguo -J indica una radice da estratti; 
così V2 è la radice quadrata dì 2 -, v'AXB 



6 



LIBRO I. 



è la radice de] prodotto AXB, o la media 
proporzionale tra A e B . 

ASSIOMI 

ì. Due quantità uguali a una terza sono 
uguali fra loro. . 
, 3 a. Se a quantità uguali si aggiungono quan- 
tità uguali, le somme saranno uguali. 

3. ' Se da quantità uguali si tolgono quanti- 
tà uguali, i resti saranno uguali. * 

4. Se due quantità contengono una terza 
lo stesso numero di volte, queste due quan- 
tità saranno uguali fra loro. 

5- Se due quantità sono contenute in una 
terza il medesimo numero di volta, esse saran- 
no uguali fra loro . 

6. Il tutto è maggiore della sua parte. 

1- Il tutto è uguale alla somma delle parti 
nelle quali è stato diviso. 

8, Da un punto a un'altro non si può con- 
durre che una sola linea retta. 

9. Due grandezze, siano linee, superfici, o 
solidi, sono uguali, allorché essendo situate 
l'una sull'altra, coincidono in tutta la loro 
estensione . 

N. B. Avremmo potuto riportare multi allri as- 
■iumi . ma questo piccolo numero basta; l'ottavo 
piiiieipalmtiite sene di base a (utta l'opera. 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA, 

Gli angoli retti sono tutti uguali fra toro. 
Sia la linea retta CD perpendicolare ad AB, 
e GH ad EF ; dico che gli angoli ACD . EGH 
saranno uguali fra loroi 
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Prendete le quattro distanze uguali CA, 
GB, GE, GF, la distanza AB sarà ugnale al- 
la distanza EF, e si potrà situare la linea EF 
sopra AB , in maniera che il punto E cada in 
A, e il punto F in B. Queste due linee così 
situate coincideranno intieramente 1' una con 
l'altra; poiché altrimenti vi sarebbero due li- 
nee rette da A a B, il che è impossìbile * A ' ! 
dunque il punto G mezzo di EF cadrà sul 
punto G mezzo d' AB . Essendo così il lato GE 
applicato sopra CA, dico che il lato GH ca- 
drà sopra GD; poiché supponiamo, s'è possi- 
bile , che cada sopra una linea CK differente 
da Cli; siccome, per supposizione *, 1' an-*Def. 
golo EGII=HGF , bisognerebbe che fosse 
ACK=KCB. Ma l'angolo AGK è maggiore di 
ACD , e 1* angolo KCB è minore di BCB ; d'al- 
tronde, per supposizione,- ACD=BCD; dun- 
que ACK è maggiore di KCB ; dunque la linea 
GH non può cadere sopra una linea CK diffe- 
rente da CD ; dunque essa cade sopra GD , e 
l'angolo EGH aopra ACD; dunque tutti gli 
angoli retti sono uguali fra loro. ■ , ■ 

PROPOSIZIONE IL 

TEOREMA 

Ogni linea retta CD che ite incontra un altra Fìg.i 
AB , fa cop questa due angoli adiacenti ACD »■ 
BGD , la dì cui somma è uguale a due angoli retti. 

"Al punto C alzate sopra AB la perpendìra-- 
lare CE. L' angolo ACD è la somma degji an- 
goli ACE , ECD ; dunque ACD-fECD sarà 
la somma de' tre ACE , DCE , BCD . Il primo 
■di questi è retto, gli altri due fauno insieme 
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V angolo retto BCE ; dunque la somma dei due 
angoli AGD , BC.D è uguale a due angoli retti. 

Corollario I. Se unodcgliangoli ACD , BCD 
è retto , l' altro lo sarà parimente . 
*ig.i3. Corollario II. Se- la linea DE è perpendico- 
lare ad AB , reciprocamente AB sarà perpendi- 
colare a DE. 

Poiché , dall' essere DE perpendicolare ad 
AB ne segue die l'angolo ACD è uguale al 
suo adiacente DGB , e che sono ambedue ret- 
ti. Ma dall'estere AGD un angolo retto, ne 
segue che il suo adiacente ACE è pure un 
angolo retto; dunque l'angolo ACE— ACD; 
dunque AB è perpendicolare a DE. 

proposizione in, 

TEOREMA 

Due linee rette che hanno due punti comuni 
coincidono /' una coli' altra in tutta ìa:oro esten- 
sione, e nonjbrifyxno. che una sola e medesima 
linea . 

Fi-.ii,. Siano i due punti comuni A e B; prima di 

tutto le due linee non ne devono fufmare che / 
una sola fra A e B, poiché altrimenti vi sa- 
rebbero due linee rette da A a B , il che è 
impossibile . Supponiamo in seguito che queste 
linee essendo prolungate, comincino a sepa- 
rarsi al punto G, l'una divenendo CD, 1' altra 
CE- Conduciamo al punto C la linea CP che 
faccia con CB l' angolo retto EGF. Poiché la 
linea BCD è retta, l'angolo FCD sarà un an- 

* ff ■ >■ golo retto * ; poiché la linea BCE é retta , l'an* 
* golo F.CE sarà parimente un angolo retto. Ma 
la parte FCE non può. essere uguale al tutto- 
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FCD; dunque le linee rette , che hanno due 
punti A e B comuni non possono separarsi in 
verna punto del loro prolungamento, dunque 
non formano che una sola e medesima linea. 
PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA 

Se due angoli adiacenti ACD, DCB equival- Fig.io 
313110 insieme a ccue angoli retti , i due lati AG , 
GB saranno in linea retta . 

Poiché se GB non è il prolungamento di 
AG, sia CE questo prolungamento, allora 
essendo retta la linea AGB , la somma degli 
angoli ACD, DCE sarà uguale a due retri. 
Ma, per supposizione, la somma degli angoli 
ACD , DCB è pure uguale a due retti; dunque 
ACD-t-DGB crebbe uguale ad ACDh-DCE; 
togliendo da ambe le parti l'angolo AGD, re- 
sterebbe DCB-— DCE, o la parte ugnale al 
tutto, il che è impossibile. Dunque CB è il 
prolungamento d'AC. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA 
Tutte le volte che due linee rette AB, DE si 1 
tagliano, gli angoli opposti alla sommità sono 
uguali . 

Poiché, siccome la linea DE è retta, la Fi g .n. 
somma degli angoli AGD, ACE è uguale a 
due retti; e siccome la linea AB è retta, la 
somma degli angoli. ACE , BCE è pure ugHale 
a due retti. Dunque la somma ACD-t-AGE, 
è uguale alla somma ACE-i-BCE . Togliendo 
da ambe le parti lo stesso angolo ACE , reste- 
b 
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ik f angolo ACD uguale al suo opposto BCE. 

Si dimostrerebbe medesimamente che 1 an- 
golo ACE è uguale al »uo opposto BCD . 

Scolio. I quattro angoli formati intorno a 
un ponto da doe rette elle si tagliano , _ equi- 
valgono insieme a quattro angoli retti . Poiché 
.li 'angoli ACE. BCE presi insieme equival- 
|„„o a due angoli retti ; e gli altri due ACD , 
BCI> hanno lo stesso valore. 

In generale , se quante si voglian rette LA , 
CB ec, si incontrano in nn punto C, la som- 
ma di tutti gli angoli consecutivi ACB , J5L.D, 
DCE ECF , FCA sarà uguale a quattro an- 
go'i rètti. Poiclic «e si formassero al pnntoL. 
ouattro angoli retti col «*» di due linee per- 
pendicolari fra loro, lo stesso spazio sarebbe 
occupata tanto da' quattro angoli retti , elio da- 
gli angoli successivi "ACB, BCD ec. 

PROPOSIZIONE VI, 

TEOREMA 

, Dne trioiHOB '<""> "t"- 1 ' l"""* h " m ° 
1 angolo ugmk compreso tra Ioli rapetuvantnu 

"*K. l'angolo A ugnale all'angolo D, il la- 
to AB uguale a DE.il lato AC uguale a DF ; 
dico che i triangoli ABC , DEF saranno ugnai,. 

In fatti questi triangoli possono esser po»n 
l'uno soli' altro in maniera che coincidano per- 
fettamente . E in primo luogo se si pone il la- 
to DE sul suo uguale AB, il punto D cadrà 
in A , e il punto È in B. Ma poiché 1 angolo 
D è uguale all' angolo A , subito ohe DE sarà 
situato sopra AB, il lato DF prenderà la dire- 



rione AG . Di più DP è ugnale ad AC ; dun- 
que il punto F cadrà in G , e interzo iato EF 
coprirà esattamente il terzo lato BC ; dunque 
il triangolo DEF è uguale al triangolo ABC . 

Corollario. Dunque, dall'essere uguali tre 
cosè in due triangoli r cioè, l'angolo A=D, 
AB=DE ,, AC=DF , si può conchiudere che 
le altre tre lo sono pure . cioè, I* angolo B=E, 
V angolo G=F , e il lato BC=EF . 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA 

Due triangoli sono uguali , quando hanno un 
lato uguale adiacente a due angoli respettiva- 
mente uguali. 

Sia il lato BG uguale al lato EF, l'angolo 
B uguale all'angolo E, e l'angolo G all' an- 
golo F; dico che il triangolo DEF sarà ugua- 
le al triangolo. ABG. 

Poiché, per eseguire la sopraposizione, sia 
situato EF sul ano uguale BC , il punto E ca- 
drà in B, e il punto F in G . Puichè l'ango- 
lo E è uguale all' angolo B.y il lato ED pren- 
derà la direzione di BA; onde il punto D si 
troverà su qualche punto della linea BA. Così, 
poiché l'angolo F è uguale all' angolo C, la 
linea FD prenderà la direzione di CA , e il 
punto D. si troverà su qualche punto del lato 
CA; dunque il punto D che deve trovarsi a 
un tempo stesso sulle due linee BA, CA, ca- 
drà sulla loro intersezione Ai dunque i due 
triangoli ABG % DEF coincidono l* una coli' al- 
tro , e sono perfettamente uguali . 

Corollario. Dunque dall'essere uguali tre 
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cose ìn due triangoli, cioè BC=EF, B=E , 
C=F, si può qpncliiudere che le tre altre so- 
no pure uguali, cioè AB=;DE, AC— DF , 

a=d. 

proposizione vii! 

TEOREMA 

In un. triangolo un lato qualunque è minore 
detta somma degli altri due. 

Poiché, il lato BC, per esempio, è il più 
corto cammino da B in G ; dunque BG è mi- 
nore di BA-4-AC, 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA 

Se da impunto O preso dentro al triangolo 
ABG, si conducono alle estremità d'un lato 
BC te linee OB, OC, la somma di queste li- 
nee sarà minore di quella degli altri due lati 
AB, AC. 

Sia prolungato BO finché incontri il lato 
AC in D ; la linea retta OC è più corta di 
OD-+DC ; aggiungendo da ambe le parti BO , 
si avrà BO-hOC<BO-^OD-kDC , o BO-t-OC 
<RD+DC. 

Si hi parimente BD<!B A-t-AD ; aggiungen- 
do da ambe le parti DC si avrà BDh-DC 
<BA-*AC . Ma avevamo trovato BOn-OC 
<:BD-t-DC ; dunque con maggior ragione 
BO-»-0C<BA~j-AC. 

PROPOSIZIONE X. 

« -, TEOREMA 

Se i due lati AB, AG del triangolo ABG so- 
no uguali respetii vanente ai due lati DE , DF 
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del triangolo DEF, -se nel tempo stesso V an- 
golo BAG compreso da'primiè maggiore dell'an- 
golo EDF compreso da' secondi, dico che il ter- 
zo lato BC del primo triangolo sarà maggiore 
del terzo EF del secondo . 

Fate l'angolo GAG=D, prendete AG=DE, 
e tirate CG, il triangolo GAG sarà uguale al 
triangolo DEE 1 , giacché hanno per costruzio- 
ne un angolo uguale compreso fra lati uguali; 
si avrà dunque CG~ EF. Ora possono darsi 
tre casi, secondo che il punto G cade fuori 
del triangolo ABC, o sui laro EC , o dentro 
al medesimo triangolo . 

Primo caso. La linea retta GC è più corta pS* s - 
di GI-^IC, la linea retta AB e più corta di 
AI-t-IB ; dunque GCh-AB è più corta di 
GI-+AL+IC-+IB, o, ciò che torna lo stesso, 
GC-4-AB<AG-+BC. Togliendo da una par- 
te AB , e dall' altra la sua uguale AG , reste- 
rà GG<BC ; ma GG=EF , dunque EF<BG. _ 

Secondo caso. Se il punto G cade sui lato F: S- afi - 
BG, è chiaro che GC o la sua ugnale EF sa- 
rà minore di BG. 

Terzo caso. Se il punto G cade dentro il F 'fe'- a 7- 
triangolo ABC, si avrà , per il teorema pre- 
cedente, AG-i-GC<AB-+BC. Togliendo da 
. una parte AG, e dall'altra la sua ugnale AB t 
testerà GC<BC, o EF<BC. 

PROPOSIZIONE XI : ' 

Teorema ?. . 
Due triangoli che sono-equilaterì ffa loro so- 
no pure equiangoli . . Fig.*3. 
Sia B.lato AB—DE , AC— Ì>F, BC— EF, 



Digitizcdby Google 



14 LIBRO l. 

dico che sarà l'angolo A=D,B=E, C=F. 

Poiché, se l'angolo A fosse maggiore dell' 
angolo D, siccome i lati AB, AC sono re- 
spettìvamente ugnali ai lati DE, DF,ne se- 
guirebbe per il teorema precedente, che il 
lato BG sarebbe maggiore di EF; e se l'an- 
golo A fosse minore di D , ne seguirebbe che 
il lato BG sarebbe minore di EF; ma BG è 
" uguale ad EF,. dunque l'angolo A non può 
essere uè maggiore nè minore dell'angolo D , 
dunque gli è uguale . Si proverà nello stesso 
modo che l' angolo B=E , e che l' angolo 
C=F . 

Scolio. Si può osservare che gli angoli ugua- 
li sono opposti ai lati uguali. Così gli ango- 
li uguali A e D sono opposti ai lati uguali 
BC, EF. 

PROPOSIZIONE xn. 

TEOREMA ' 

In un triangolo isoscele gli angoli opposti ai 
lati uguali sono uguali . 
Fìg.*e. Sia il lato AB— AC » dico che sarà l' an- 
golo B^C, 

Tirate la linea AD dalla sommità A al 
punto D mezzo della base BC, i due trian- 
goli ABD, ADC avranno i loro tre lati re- 
spetti?amente uguali ; cioè , AD comune , 
AB=AG per supposizione, e BD— DC per 
costruzione; dunque, in virtù del teorema pre- 
cedente, l' angolo B è uguale all'angolo C. 

Corollario. Un triangolo equilatero è" nel 
medesimo tempo equiangolo , cioè ha i suoi 
angoli uguali. 
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Scolio . L' uguaglianza de' triangoli ABD , 
AGD prova nel tempo rtesxo che l'angolo 
BAD— D AC , e che 1' angolo BDA=AX)G ; 
dunque questi due ultimi sono retti; dunque 
Li linea condotti dalla sommità d' un triàngo- 
lo isoscele al mezzo della Sua base è perpen- 
dicolare alla base , e divide l' angolo ai. a som- 
mità in due parti uguali. 

In un triangolo uon isomele si prende in- 
differentemente per iase un lato qualunque, e 
a'Iora la sommità e 1' angolo opposto . Nel 
triangolo isoscele si prende -particolarmente 
per base il luto che non è uguale agli altri. 
PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA 
Reciprocamente, se due angoli sono uguali in n e .t 9 . 
ur. triangolo, i lati opposti saranno pure egua- 
li . e il triangolo sarà isoscele . 
Sia l'angolo ABC=»ACB, dico che il k- 
- to AG «ari uguale al lato AB . 

Poiehè se questi lati non sono uguali, sia 
AB il maggiore d'essi. Prendete BD=AC f 
e tirate DC . L' angolo DBC è , per suppo- 
sizione, ugulfie all'angolo AGB; i due lati 
DB, BC sono uguali ai due AC, BC; dun- 
que il triangolo DBC è ugnale al triangolo 
ABC; il che è assurdo, poiehè la parte non 
può essere uguale al tutto. Dunque i lati 
AB, AC sono uguali, e il triangolo ABC è 
isoscele. 

PROPOSIZIONE. XlV. 

TEOREMA 
Di due lati d' un triangolo il maggiore è quel- 
lo che è opposto ai un angolo maggiore, *: r*> 
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ciprocamente di due angoli d'un triangolo il 1 
maggiore è quello che è opposto ad un lato mag- 
giore . 

Fig.So i.° Sia 1' angolo C>B, dico che il lato AB 
opposto all' angolo C è maggiore del lato AC 
" opposto alì' angolo B. 

Sia fatto 1' angolo BGD=B; nel triangolo 
*Fi.i3 BDG si avrà * BD=DC. Ma la linea retta 
AC è più corta di AD+DG,e AD-t-DC= 
AD-+DB= AB . Dunque AB è maggiore d'AC. 

2.° Sia il lato AB>AC f dico che l'an- 
golo G opposto al lato AB sarà maggiora 
dell'angolo B opposto al lato AC. 

Poiché se fosse C<lB , seguirebbe da cià 
che si è dimostrato che AB sarebbe minore 
•Pr.iad'AC, il che è contro la supposizione. Se 
fosse C=B , sarebbe * AB=AG , il che è pi- 
re contro la supposizione. Dunque bisogia 
che l'angolo C sia maggiore di B. 

PB.OPOSIZIONE XV. 

TEOREMA 

Fig. 3i Da un punto dato A fuori d'una retta DE , 
non si può condurre che una soia perpendicola- 
re a questa retta . 

Poiché supponiamo , che se ne possano con- 
durre due AB e AG; prolunghiamo una d'es- 
se AB d' una quantità BF=AB , e tiriamo FG. 

li triangolo CBF è nguaìeal triangolo ABC. 
Poiché, l' angolo CBF è retto come pure CBA, 
il Iato CB è" comune, e ii lato BF=AB. 
**'.*■ Dùnque questi triangoli sono uguali *, e'ne 
segue che l'angolo BCF=BCA. L'angolo BC A 
è retto per supposizione, dunque 1' angoli» 
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BGF lo è pure. Ma se gli angoli adiacenti 
BCA , BGF equivalgono insieme a due angoli 
retti, bisogna che la linea ACF sia retta *; 
donde resulta che fra i due punti A e F si 
potrebbero condurre due lìnee rette ABF, 
ACF, il che è impossibile; dunque è pari- 
mente impossibile che da un medesimo pun- 
to sian condotte due perpendicolari sulla me- 
desima linea data . 

PROPOSIZIONE XVt 

TEOREMA 

Se da un -punto A situato fuori d'una retta 
DE ti conduce ta perpendicolare AB su questa 
retta, e diventi oblique AE, AC, AD, ec. 
a differenti punti di questa medesima retta; 

■ 1° La perpendicolare AB darà più corta 
d" ogni obliqua . 

■ 2,? Le due oblique AC, AE, condotte da 
una parte e dall'altra' della perpendicolare a 
distanze uguali BC, BE, saranno uguali. 

3. 0 Di due oblique AC e AD , o AE e AD , 
condotte come si vorrà, quella che si allonta- 
na di più dalla perpendicolare sarà la più lunga. 

Sia prolungata la perpendicolare AB d'una 
quantità BF— AB , e siano tirate FC , FD . 

1.' Il triangolo BCF è uguale al triango- 
lo BCA , perchè l'angolo retto CBF=CBA, 
il lato CB è comune, e il lato BF=BA ; 
dunque * il terzo lato CF è uguale al terzo 
AC. Ora ABF linea retta è più corta d'ACF 
linea spezzata, dunque AB metà d' ABF è 
più coita d' AC metà d' ACF. Dunque i.° la 
perpendicolare è più corta d' ogui obliqua . 
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2-° Se si suppone BE=BC , siccome ti ha 
inoltre AB comune e l'angolo ABE=ABC, 
ne segue che il triangolo ABE è uguale ai 
triangolo ABC. Dunque i lati AE, AG so- 
no ugnali. Dunque 2. due oblique che sono 
lontane ugualmente dalla perpendicolare sono 
uguali . 

3° Nel triangolo ADF la somma delle li* 
* rtee AC, CF è minore * della somma de' la' 
ti AD, DF . Dunque AG metà della linea 
ACF, è minore d' AD metà di ADF. Dun- 
que 3. 0 le oblique che sono più lontane dal- 
la perpendicolare sono le più lunghe . 

CoroUario I. La perpendicolare misura la 
vera distanza d' un punto da u4k linea , poi- 
ché è la più corta possibile* 

Corollario 2." Da un medesimo punto non 
si possono condurre a una medesima linea 
tre rette uguali. Poiché, se ciò fosse, vi sa- 
rebbero da una medesima parte della perpen- 
dicolare due oblique uguali , il che è impossi- 
bile. 

PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA 

t. Se dal punto C mezzo della linea AB, si al' 
za su questa linea la perpendicolare^ ; 1. ogni 
punto della perpendkolare sarà ugualmente di' 
stante dalle due estremità della linea AB: 2. ogni 
punto fuori della perpendicolare sarà disugual- 
mente distante dalle medesime estremità A e B. 

Poiché, 1° siccome si suppone AC—CB, 
le due oblique AD, DB s'allontanano ugual- 
mente dalla perpendicolare, dunque sono ugua- 

ì 
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li : lo stesso accade delie due oblique AE , EB , 
delle due AF, FB ec. Dunque i.° ogni pun- 
to della perpendicolare è ugualmente distan- 
te dalle estremità A , e B . 

2.° Sia I un punto fuori della perpendi- *. 
colare; se si tirano IA, IB, una di queste 
linee taglierà la perpendicolare in D, donde 
si tirerà DB. Ciò posto, IB è minore di 
ID-t-DB; ma a cagione di DB=DA, sì ha 
ID-+DB=ID-1-DA=IA ; dunque IB<IÀi 
dunque 2. 0 ogni punto fuori della perpendi- 
colare sarà disugualmente distante dalle estre- 
mità A e B. 

PROPOSIZIONE XVIU. . 

* TEOREMA 

Due triangoli rettangoli sono uguali quando 
hanno l'ipotenusa uguale, e un lato uguale. 

Sia l' ipotenusa AC=DF, eil laro AB— DE^ Fi «- 
dico che il triangolo rettangolo ABC sarà 
uguale al triangolo rettangolo DEF. 

L' uguaglianza sarebbe manifesta se il ter* 
zo lato BC fosse uguale al terzo EF ; suppo- 
niamo, s'ò possibile, che questi lati non .sia- 
no uguali , e che BC sia il maggiore. Pren- 
dete BG—EF, e tirate AG. Il triangolo ABG 1 
è uguale al triangolo DEF, perchè l' angolo 
retto B è uguale all'angolo retto E, il lato 
AB=DE, e il lato BG— EF; dunque que- . 
ili due triangoli sono uguali *, e si ha per***- 
conseguenza AG=DF : ma , per supposizio- 
ne » DF= AC i dunque AG—AC . Ma l' obli- 
qua AC uon può essere uguale ad AG *, * p ' 
giacché è più lontana dalla perpendicolare 
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AB; dunque è impossibile che BC differisca 
da EF -, "dunque il triangolo ABC è uguale 
al triangolo DEF. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA 

Fig.34. & dux linee rette AG , BD sono perpendi- 
colari a una terza AB, queste due linee saran- ■ 
no parallele, cioè non potranno incontrarsi a 
qualunque distanza si prolunghino . 

Poiché, se potessero incontrarsi in un pun- 
to O da una parte o dall'altra della linea AB, 
esisterebbero due perpendicolari -OA , OB 
condotte da un medesimo punto O Sopra una 

»p,,5, medesima linea AB, il che è impossibile *. 

PROPOSIZIONE XX. 

LEMMA 

Fig.iS. Essendo la linea BD perpendicolare ad AB , 
se un altra lìnea AC fa con AB un angolo acu- 
to BAG, dico che le linee AC, BD prolunga- 
te sufficientemente si incontreranno. 

Da un punto qualunque F preso nella di- 
rezione AC , sia abbassata sopra AB la per- 
pendicolare FG. I! punto G non cadrà in A, 
poiché l'angolo BAF non è retto. Non può 
cadere neppure nella direzione AL; poiché 
se cadesse in H , per esempio , sia AE una 
perpendicolare ari AB che incontri FH in K, 
allora KH, eKA sarebbero due perpendico- 
lari abbassate da un medesimo punto K sul- 
la medesima linea AL, il che : ,è impossibi- 

*P.i5. le * . Dunquè 'bisogna che il (Si.nto G cada. 
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come la figura lo rappresenta , nella direzione 

ai. 

Sia preso adesso sulla linea AG un nuovo 
punto C a una distanza AG maggiore d' AF, 
e sia abbassata dal punto G la perpendico- 
lare CM sopra AI; il punto M non può ca- 
dere in G , perchè si avrebbe I' angolo EGI 
retto come pure l'angolo FGI, e la parte 
sarebbe ugnale al tutto . Non può cadere 
neppure nella direzione GL , poiché si fa- 
rebbe vedere come si è fatto per la linea 
FH, che vi sarebbero due perpendicolari ab- 
bassate da un medesimo punto sopra la me- 
desima linea. Dunque la perpendicolare CM 
deve cadere sulla direzione Gì a mia distan- 
za AM maggiore d' AG . 

Giacche prendendo AC raanciore d'A^F, 
la perpendicolare CM è più lontana da A 
della perpendicolare FG, ne segue che pren- 
dendo sulla linea AC dei punti sempre più 
lontani da A, le perpendicolari condotte da 
questi punti s' allontaneranno sempre più dal 
punto A . Sarebbe assurdo di porre dei li- 
miti all' aumento della distanza ÀM a misu- 
ra che il punto C sì allontana. Poiché se, 
per esempio, si supponesee che CM è l'ul- 
tima perpendicolare o la più lontana da! 
ponto A, si dimostrerebbe' sempre nella me- 
defunta maniera . che prendendo il punto P 
sul prolnnga mento d'AC, la per oendi colare 
IN cadrebbe a una distanza AN madore 
d , 51 che contradiee la supposizione 

che CM è la perpendicolare • la più lon- 
tana . i 
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Dunque le perpendicolari abbassate da dif- 
ferenti punti della linea AG sopra AI passa- 
no a distanze grandi quanto si vuole dal pun- 
to A ; dunque ve ne sarà una che passerà 
per B, e clie sarà confusa colla perpendico- 
lare BD; dunque le linee AG, BD prolun- 
gate devono incontrarsi. 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA 
?'e-3S. Se due rette AG , BD , fanno con una terza 
AB due angoli interni CAB , ABD, la di Cui 
somma sia uguale a due retti, le due linee 
AG, BD saranno parallele.* 

Dal punto G mezzo d' AB tirate la retta 
EGF perpendicolare sopra AG. Se si para- 
gona il triangolo AGE col triangolo GBF, 
si trova il lato AG=GB per costruzione , t'an- 

*Pr.5. golo AGE=BGF come opposti alla, sommità *; 
di più 1' angolo' GAE— GBF , perchè GBD+ 
GAE. equivalgono a due angoli retti per sup- 
posizione, e GBD-4-GBF parimente equival- 

*Pi.i. gono a due retti*; dunque togliendo da am- 
. be le partì l'angolo GBD , resterà l'angolo 
GAE=GBF; dunque i triangoli GaE, GBF 
hanno uu lato uguale adiacente a due augo- 

•Pr.y. H ugnali ; dunque sona uguali *; dunque l'an- 
golo GFB=GEA . Ma 1' angolo. GEA è ret- 
to per' costruzione ; dunque le linee AC, BD 
sono perpendicolari sopra una medesima U- 

•p.ij. nea EFj dunque'fesse sono parallele * 
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PROPOSIZIONE XXII. 

T t OS f. M A 

Se ine linee rette AI, BTìJanno con una terza 
AB due angoli BAI, ABD, la di cai somma 
fia minore di due retti, le linee AI, BD prò- " 
lungate s'incontreranno. 

Conducete AC io modo che i due angoli 
CAB, ABDi equivalgano insieme a due an- 
goli retti, e compite iì resto della corruzio- 
ne come nel teorema precedente. Poiché l'an- 
golo AEK è retto , AE è una perpendicolare 
più. corta, dell' obliqua Ali ; dunque * nel triau- 
golo AEK, 1' angolo AKE opposto al lato AE 
è minore dell'angolo retto AEK opposto al 
lato AK. Ma l'angolo IKF^AKE; dunque 
l'angolo IKF è minore d'un retto; dunque 
le linee KI, FD prolungate devono incon- 
trarsi * . ' * P 

Scolio. Se le lince AM e BD facessero eoa 
AB due angoli BAH, ABD, la di cui som- 
ma fosse maggiore di due angoli , retti , allo- 
ra le due linee AM, BD non s'incontrereb- 
bero *l di sopra d' AB . ma s' incontrereb- 
bero a«di potto; perchè i due angoli ABD, 
ABF equivalgono a due retti, e i due ango- 
' li BAMy BAN equivalgono pure a due retti i \ 
dunque .questi quattro angoli presi insieme ! 
equivalgono a quattro angoli retti. Ma la som- 
ma de'due angoli BAM, ABD è più di4ue 
angoli retti; dunque la somma de' due restan- 
ti BAN, ABF è meno-, dunque le due linee 
AN, BF prolungate devono incontrarsi. 
Corollario . Per un punto dato A non si può. 
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condurre die una sola parallela a una linea 
dataBD. 

Poiché subito che AC è parallela a BD, 
ogni altra linea AI o AM condotta da una 
parte o dall'altra della linea AG è tale che 
la somma degli angoli intemi è maggiore o 
minore di due angoli retti \ dunque essa de- 
ve incontrare la linea BD . ■ 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA 

S 1- Se due lince parallele AB, CD sono incon- 
trine da ima segante EF, la somma de' due 
angoli interni AGO , GOG sarà uguale a due 
angoli retti. 

Poiché -se fosse maggiore, o minore, le due 
lineo AB, CD s'incontrerebbero da una par- 
te o dall' altra, e non sarebbero parallele. 

Corollario I. Se l'angolo GOG è retto l'an- 
golo AGO dev'esserlo pure; dunque ogni li- 
nea perpendicolare a una delle parallele è 

./perpendicolare anche all'altra. 
J Corollario IL Poiché AGO-+GOG è uguale 

v a due angoli retti , e che GOD.-t-GOC è pu- 
re uguale a due angoli retti, togliendo da una 
parte e dall'altra GOC, si avrà l'angolo 
AGO=GOD. Per consegnenaa i quattro an- 
goli acuti EGB, AGO, GOD, COF sono 
uguali fra loro; accade lo stesso de'quattro 
angoli ottusi AGE, OGB, COG, DOF; e nel 
tempo stesso, se si aggiunge uno de'quattro 
mugoli auati a uno de' quattro ottusi, la som- 
ma farà sempre due angoli retti. 

Scoljp. Si danno ordiuari amente de' nomi 
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particolari ad alcuni di questi angoli parago-' 
nati due a due. Abbiamo già chiamato gli 
angoli AGO , GOG interni da' una medesima 
parte;. gli angoli BGO, GOD hanno il me- 
desimo nome . Gli angoli AGO , GOD si 
chiamano altemi-interni , o semplicemente al- 
terni; e cosi pure gli angoli BGO, GOG. Gli 
angoli EGB, GOD sì chiamano interni -ester- 
ni; e finalmente gli angoli EGB, GOF pren- 
dono il nome di alterni-esterni . Si possono dun- 
que riguardare le seguenti proposizioni come 
già dimostrate . 

Gli angoli interni da una medesima parto 
presi insieme equivalgono a due angoli retti. 

Gli angoli alterni-interni sono nguali. 

Gli angoli interni-esterni sono uguali . 

Gli angoli altero i-esterni sono uguali. 

Reciprocamente , se gli angoli così deno- 
minati sono uguali , sì può conchiudere che 
le iinee alle quali si rapportano sono paralle- 
le . Sia , per esempio , l' angolo AGO=GOD j 
poiché GOC-i-GOD ò uguale a due retti, si 
avrà pure AGO-t-GOC uguale a due retti ; 
dunque* le linee AG, CO sono parallele, *P.ai. 

PEOPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA 

Due linee AB, CD parallele a una terza pi s- 3 *- 
EF sono parallele fra loro . 

Conducete la segante PQR perpendico- 
lare ad EF. Poiché AB è parallela ad EF, 
PR sarà perpendicolare ad AB *; parimeli- * Co1 - 
te poiché CD é parallela ad EF, la mede- Pr '* 3 ' 
sima segante Pll sarà perpendicolare a CD; 
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dunque AB e CD sono perpendicolari alla- 
»P., 9 medesima linea PQ; dunque sono parallele *. 

PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA 

jrig.ìj. Due parallele sono per tutto ugualmente di- 
stanti . 

Fra le due parallele AG, BD conducete 
ovunque vorrete le due perpendicolari AB , 
CD, dico che queste due perpendicolari so- 
do ugnali . 

Le linee AB, CD perpendicolari ad una 
delle parallele, sono nel medesimo tempo 
*p.i3. perpendicolari all'altra *j e se si conduce EF 
perpendicolare sul mezzo d' AC, EF sarà pu- 
re perpendicolare a BD, talmente che tutù 
gli angoli in A , E , C , B , F , D saranno 
ietti. Ciò posto, dico che il quadrilatero 
AEFB può essere situato esattamente sul qua- 
drilatero CEFD; poiché , il lato EF è comu- 
ne, l'angolo AEF è uguale ad FEO, e il Ia- 
to EA è uguale ad EC per costruzione: dun- 
que il punto A cadrà.- in C. Ma L'aogolo.EAB 
è uguale ad ECD ; dunque AB e CD saran- 
no in una medesima direzione. D'altronde 
1' angolo EFB=EFD ; dunque FB e FD sa- 
ranno pure nella medesima direzione; dun- 
que i due quadrilateri coincideranno intiera- 
mente uno coli' altro, e sarà, per conseguen- 
za AB— CD . 

PROPOSIZIONE XXVI. 



TEOREMA 

Fig.40. Se due angoli BAC, DEF hanno i lati re- 
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spettivamente paralleli, e diretti nel medesimo 
senso, questi due angoli saranno uguali: 

Prolungate , s' è necessario , DE finché in- 
contri AC in G; l'angolo DEF è uguale a 
DGC, perchè EF è parallela a GG *; l'an- * P . l3 ' 
golo DGC è uguale a BAC , perche DG è 
parallela ad AB; dunque l'angolo DEF è 
-uguale a BAC. 

Scotio. Si pone in questa proposizione la 
condizione che EF sia diretto nel medesimo 
senso di AC, e ED nel medesimo senso d'AB; 
perche se si prolunga FE verso H, 1' angolo 
DEH avrà i suoi lati paralleli a quelli dell'an- 
golo BAC; ma questi angoli non saranno 
uguali, perchè EH ed AG sono diretti in 
senso contrario : in questo caso l' angolo DEH, 
c l'angolo BAC farebbero insieme due an- 
goli retti . 

PROPORZIONE XX VII. 

TEOREMA 

Se si prolunga il Iato C 4 d' un triangolo ver- Ffo^A 
so D, C angolo esterno BAD sarà uguale alla 
somma dei due interni c opposti B e G . 

Conducete AE parallela a GB; per rappor- 
to- allargante AB gli angoli EAE, ABC so- 
no uguali * come alterni interni; per rapporto * P-lS - 
alla segante CD gli angoli DAE , ACB sono 
uguali come inierni-esterni;duiiqiie BAE-t-DAE 
o BAD=ABG-f-ACB . 

PROPOSIZIONE XXVHI. 

TEOREMA 

/ tre angoli d' un triangolo presi insieme equi- 
valgono a due angoli retti. * 
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Poiché, in virtù del teorema precedente, 
B-i-C— lì AD; aggiungendo da ambe le parti 
l'angolo A o BAC , si avrà A-t-B-t-G=BAG 
-+BAD= due angoli retti. 

Corollario I. Essendo dati due angoli di un 
triangolo, o essendo data soltanto la loro som- 
ma, si conoscerà il terzo, togliendo la somma 
df' due angoli dati da due angoli retti. 

Corollario II. rie due angoli d' un triangolo 
Sono uguali respetti vameii te a due angoli d'uà 
altro triangulo, il terzo angolo dell'uno sarà 
uguale al terzo dell' altro, e questi due trian- 
goli saranno equiangoli fra loro. 

Corollario III. In un triangolo non può es- 
servi che un solo angolo retto; poiché, se 
ve ne fossero due, il terzo angolo sarebbe 
niente. Molto più un triangolo non può ave- 
re che un solo angolo ottuso. 

Corollario IV. In un triangolo rettangolo la 
somma de' due angoli acuti è uguale a un an- 
golo retto. 

Corollario V. In un triangolo equilatero ogni 
angolo è la terza parte di due angoli retti , 
ovvero è due terzi d' un angolo retto. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA 

La somma di tutti gli angoli interni d' un po- 
lìgono è uguale a tante volte due angoli retti , 
quanti lati di più di due ha il poligono. 

Sia ABCDEFG un polìgono di quanti ai 
voglian lati ; se si tira la diagonale AC che 
recide il triangolo ABC , si vede facilmen- 
te che la somma degli angoli del poligono 
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ABCDEFG comprende quella del poligono 
ACDEFG, che ha un lato di meno, più. la 
somma degli angoli del triangolo BAC , che 
è uguale a due angoli retti; dunque la som- 
ma degli angoli d' un quadrilatero è uguale 
alla somma degli angoli d'un triangolo più 
due angoli retti, in turto quattro angoli rec- 
ti; la somma degli angoli d'un pentagono è 
uguale a quella d' un quadrilatero più due 
angoli retti , in tutto sei angoli retti -, e così 
di seguito aumentando di due angoli retti a 
misura che il poligono ha un lato di più ; 
dunque la somma degli angoli d' un poligo- 
no è uguale a tante volte due angoli retti 
quanti lati esso ha di più di due . 

Corollario. Se un poligono è equiangolo, 
cioè se ha tutti i suoi angoli uguali, si tro- 
verà, il valore d'ognuno dividendo la somma 
di tutti per il loro numero . Così nel qua- 
drilatero equiangolo, ogni angolo è retto; 
nel pentagono equiangolo , ogni angolo è la 
quinta parte di sei angoli retti; nell'esago- 
no equiangolo, ogni angolo è la sesta parte 
di otto angoli retti, o la terza parte dì quat- 
tro, ec. 

Scolio. Se si volesse applicare la propoeìzio- Pi 
ne presente a un poligono che avesse uno o 
più angoli rientranti , Insognerebbe conside- 
rare ogni angolo rientrante come maggiore dì 
due angoli retti. Ma per evitare ogni imba- 
razzo, non considereremo qui ed in seguito 
che que' poligoni soltanto i dì cui angoli 
sporgono infuori , e che si possono chiamare 
poligoni convesti: Ogni poliguuu eoupvi&o 
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tale che una linea retta condotta a capriccio 
non pub incontrare il contorno di questo po- 
ngono che in due soli punti . 

PROPOSIZIONE XXX. 

T Efih B E M A 
/ liti opposti d' un parallelogrammo sono ti- 
gnali, e còsi pare gli angoli opposti. 
_ „ Tirate la dissonale BD 1 i due triangoli 
ADB, DISC hanno il lato comune BD ; di 
più, a cagione delle parallele AD, BC, l'an- 
, colo ADB=DBC, », e a cagione delle pa- 
*''" ralleleAB.CD, l' angolo ABD=BDC. Dun- 
que i due triangoli ABD, DISC sono ngua- 
»„ -li »; dunque il lato AB opposi., ali angolo 
' ADB è uguale al lato DC opposto ali an- 
noio uguale DBC , coinè pure AD=BC ; 
dunque i lati opposti d' un parallelogrammo 
sono uguali. 

In secondo luogo, dall uguaglianza de me- 
desimi triangoli ne segue die l' angolo A è 
usuale all'angolo C, e similmente che 1 an- 
golo ADC composto de' due angoli ADB, 
BDG è uguale all'angolo ABC couipostode due 
angoli DBC, ABD; dunque gli angoli oppo- 
sti d' un parallelogrammo sono uguali. 

eorollario. Dnnque due parallele AB, CD 
comprese fra dna altre parallele AD, BC 
sono uguali . 

PROPOSIZIONE XXXI. 

TEOREMA 

Rf4* Se in un quadrilatero ABCD i lai opposti 
sono uguali , talmente che sia AB—CD , e 
AD=BC , onesti lati saranno ancora paralle- 
li, e la figura sarà un parallelogramma. 
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Poiché, tirando la diagonale ED, i due 
triangoli ABD, BDC avranno i tre lati're- 
spe iti vame ute uguali; dunque saranno ugna- 
li; dunque l'angolo A DB opposto al lato AB 
è uguale all' angolo DBC opposto al lato CD; 
dunque * il lato AD è parallelo a BG. Per *P-*3. 
una simile ragione AB è parallelo a CD; dunqua 
iì quadrilatero ABCD è un parallelogrammo . 
PROPOSIZIONE XXXII. 

TEOREMA 

Se due lati opposti AB, CD d' un guadi-ila' 
tao sono uguali e paralleli, i due altri lati sa- 
ranno parimente uguali e paralleli, e la figura 
ABCD sarà un parallelogrammo. 

Sìa tirata la diagonale BD; poiché AB è 
parallela a CD , 1' angolo ABD=BDG : d'al- 
tronde il lato AB=DC, ii lato BD è comu- 
ne: dunque il triangolo ABD è uguale al 
triangolo DBC *; dunque il lato AD=BC, * Pr ' 6, 
e 1' angolo ADB=DBC , e' per conseguenza 
AD è parallela a BC ; dunque la .figura ABCD 
. è un parallelogrammo. 

PROPOSIZIONE XXXIII. 

TEOREMA 

Le due diagonali AC, BD d'un parallelo- Fi a .+5. 
grammo si tagliano scambievolmente in due 
parti uguali. 

Poiché, paragonando il triangolo ADO al 
triangolo COB , si trova il lato AD=CB , 
l'angolo ADO=CBO, e l'angolo DAO-OCB; 
dunque questi due triangoli sono uguali 
dunque AO lato opposto all'angolo ADO è 
uguale ad OC Iato opposto all'angolo OBG; 
dunque anche DO=OB. * 
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CONTINUAZIONE DE' PRINCIPJ 



DEFINIZIONI 

,4(. 1. I_ja circonferenza, del circolo è una linea 
curva, di cui tutti i punti sono ugualmente 
distanti da un punto interno che si chiama 
centro. 

Il circolo è lo spazio compreso da questa 
linea curva. 

N. B. Talora nel tlinrorso si confonde il eircolo 
colla circoli fere n za ; ma sarà aempie focile di rista- 
bilire l'esattezza delle espressioni ricordandosi che 
il circolo è utia superficie che Ila lunghezza e lar- 
ghezza, mentre la circonferenza non è elimina linea. 

2. Ogni lìnea-, come CA , CE , CD ec. , 
condotta dal centro alla circonferenza si chia- 
ma raggio, o semi-diametro. Ogni linea, co- 
me AB , che passa per il centro e che è ter- 
minata da ambe le parti alla circonferenza si 
chiama diametro. 

In virtù delia definizione de! circolo, tutti 
i raggi sono uguali; tutti i diametri sono pu- 
re uguali e doppi del raggio. 

3, Si chiama arco una porzione di circon- 
ferenza come FHG. y 

La corda o sottesa dell'arco è la linea ret- 
ta FG che unisce le sue 'Sue estremità. 



L Ili RO II. 33 

4. Segmento è la superficie o porzione di 
cerchio compresa fra l'arco c la corda. 

N. B Alla medesima corda FG conispondono 
sempre due arclii FHG, FliG, e per conseguenza 
atiche due amenti ; ma e' intende tempre di parla- 
re del minore, a meno che non si esprima il con- 

5. Smore è la parte del cìfcoI-o compresa 
fra un arco DE , e i due raggi CD, CE con- 
dotti alle estremità del medesimo arco. 

6. Si chiama linea inscritta nel circolo, quel- figl- 
ia le di cui estremità sono alla circonferen- 
za, come AB: 

Angolo inscritto , un angolo come. BAG, 
la di cui sommità è alla circonferenza, e che 
è formato da due corde: 

Triangolo inscritto, un triangolo comeBAC, 
i di cui tre angoli hanno le loro sommità al- 
la circonferenza: 

E in generale figura, inscritta , quella di 
cui tutti gli angoli hanno la loro sommità 
alla circonferenza ; nel tempo stesso si dice 
che il circolo è circoscritto a una tal figura. 

1- Si chiama segante una linea che incou- Fi s-4H- 
tra la circonferenza in due punti: tale è AB. 

8. Tangente è una linea che non ha che 
un sol punto di comune colla circonferenza; 
tale è CD, 

9. Parimente due circonferenze sono tan- 
genti l'uria dell'altra quando hanno un sol 
punto di comune. 

10. Un poligono è circoscritto a un circolo, 
quando tutti i suoUati sono tangenti della cir- 
conferenza ; nello stesso caso ai dice che il cir- 
colo è inscritto nel poligono. ■' «'., ' 
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PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA 

Ogni diametro AB divide il circolo e la sua 
circonferenza in due yard uguali . 
Fig.49. Poiché, se si applica la figura AEB sopra 
ADB, conservando la base comune AB, bi- 
sognerà ch'e la linea curva AEB cada esat- 
tamente sulla linea curva ADB, altrimenti 
vi sarebbero nell'una o nell'altra dei punti 
disngualmente lontani dal centro , il che è 
contro la definizione del circolo . 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA 

Ogni corda è minore del diametro. 

Poiché, se alle estremità della corda AD 
si conducono i raffgi AG , CD , si avrà 
AD<AC-fCD, o AD<AB. 

Corollario. Dunque la maggior linea retta 
che si pos^a iuscrivere in un circolo è ugua- 
le al di lui diametro ■ 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA 

Una linea retta non può incontrare una cir- 
conferenza in più di due punti. 

Poiché, se l'incontrasse in tre, questi tre 
punti sarebbero ugualmente distanti dal cen- 
tro; vi sarebbero dunque tre linee uguali 
. condotte da uno stesso punto sopra un:t me- 
**■'<• desima linea retta, il che è impossibile * . 
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PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA 
In un medesimo circolo o in circoli uguali, 
gli archi uguali sono sottesi da corde uguali , e 
reciprocamente le corde uguali sottendono archi 
uguali . 

Essendo il raggio AG uguale al raggio EO, fì s 
e l'arco AMD uguale all'arco ENG-, dico 
die ìa corda AD sarà uguale alla corda EG. 

Poiché , essendo il diametro AB uguale al 
diametro EF , il mezzo-circolo AMDB potrà 
■ applicarsi esattamente sui me zzo- circolo ENGF, 
e la linea curva AMDB coinciderà intiera- 
mente colla linea curva ENGF . Ma si sup- 
pone la parte AMD uguale alla parte ENG; 
dunque il punto D cadrà sul punto G; dun- 
que la corda AD è uguale alla corda EG. 

Reciprocamente, supponendo sempre il rag- 
gio AG=EO, se- la corda AD=EG, dico 
clie P arco AMD sarà uguale all'arco ENG . 

Poiché, tirando Ì raggi CD, OG i due 
triangoli ACD, EOG avranno ì tre lati re- 
Bpcttivamente uguali, cioè AC=EO, CD=OG, 
e AD=EGj dunque questi triangoli sono u- 
guali, e l'angolo ACD=EOG. Ma ponen- 
do il mezzo-circolo ADB sul suo uguale EGF, 
poiché l'angolo ACD=EOG, è chiaro che 
il raggio CD cadrà sul raggio OG, e il pun- 
to D sul punto G ; dunque 1* arco AMD è 
uguale all'arco ENG- 

PROPOSIZIONE V. 

■ TEOREMA 

Nel medesimo circolo , o in circoli uguali ut 
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arco maggiore è sotteso da una corda maggio- 
re , e reciprocamente ; purché gli archi eli cui 
sì tratta siano minori d' una mezza-ciiconfe- 
tenza. 

Poiché, sia l'arco AH maggiore di AD, 
e siano condotte le corde AD, AH, e i rag- 
gi CD, CH: i due lati AC, CH del trian- 
golo ACII sono uguali ai due Iati AC , CD 
del triangolo ACD: l'angolo ACH è mag- 
*p io. giore di ACD; dunque * il terzo lato AH 
I ' è maggiore del terzo AD-, dunque la corda 
che sottende l'arco maggiore èia maggiore. 

Reciprocamente , se la corda AH vien sup- 
posta maggiore d' AD, si conchiuderà dagli 
stessi triangoli che 1" angolo ACH è maggio- 
re d* ACD , e che perciò 1' arco AH è mag- 
giore di AD. 

Scolio. Noi supponiamo che gli archi di 
cui si tratta siano minori della mezza-circon- 
ferenza . Accade il contrario quando sono mag- 
giori; allora aumentando l'arco diminuisce 
la corda , e reciprocamente . Croi estendo 
r arco AKBD maggiore di AKEH, la corda 
AD è minore di AH. 

PROPOSIZIONE VI. . 

TEOREMA 

Fij.Si. fi raggio GC , perpendicolare ad una corda 
(AB, divide questa corda e l'arco sotteso AG-IÌ, 
ciascuno in due pani uguali . 

Conducete i raggi AC, CB ; questi raggi 
sono, per rapporto alla perpendicolare CD, 
. due oblique uguali ; dunque si allontanano 
ugualmente dalla perpendicolare ; dunque 
AD=DB . 
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In secondo luogo, poiché AD=DB, CG 
è una perpendicolare inalzata sul mezzo d' AB; 
dunque * ogni punto di questa perpendicoli- £^'7' 
re deve essere ugualmente distante dalle due 
estremità A e B. Il punto G è uno di que- 
sti punti; dunque la distanza AG=GB. Ma 
se la corda AG è uguale alla corda GB, 
l'arco AG sarà uguale all'arco GB; dunque 
il raggio GG perpendicolare alla corda AB 
divide 1' arco sotteso da questa corda in du& 
partiuguali al punto G. 

,ViS(j|Htecputro G , il mezzo D della cor- 
da AB^^^ ; .mezzo G dell' arco sotteso da 
questa corda ì^ono tre punti situati sopra una 
medesima linea perpendicolare alla corda . Ora 
bastano due punti per determinare la posi- 
zione d'una linea; dunque ogni linea che pas- 
sa per due dei punti menzionati passerà ne- 
cessariamente per il terzo, e sarà perpendi- 
colare alla corda. 

Ne segue pure che la perpendicolare inal- 
zaci sul mezzo a" una carda passa per il cen- 
tro, e per il mezzo dell'arco sotteso dalla fles- 
sa corda. 

Poiché , questa perpendicolare si confonde 
«con quella che sarebbe abbassata dal centro 
Julia medesima corda, giacché passano aia- 
bedue^er il mezzo della corda. 

.. PROPOSIZIONE VII 

TEOREMA 

J^er tre punti dati A , B , C non situati in li- 
nei ratta, si può sempre far passare una cir- 
conferenza, ma non se ne può far passare che 
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Tirate AB, BG, e dividete queste due li- 
nee in due parti uguali eolie perpendicolari 
DE, FG; dico primieramente che queste per- 
pendicolari s* incontreranno in un punto O. 

Poiché, le linee DE, FG si taglieraimo 
necegsa riamen te se non sono parallele. Or 
supponiamo che fossero parallele, la linea BD 
perpendicolare aDE sarebbe, prolungandola, 
L-h'i perpendicolare a FG *; ma BK prolungamen- 
' ' to di BD è differente da BF, poiché i tre 
punti A, B , G non sono in linea retta; dun- 
que' vi sarebbero due perpendicolari BF,BK 
abbassate da uno stesso punto sulla medesima 
linea, il che è impossibile; dunque le perpen- 
dicolari DE, FG si taglieranno sempre in un 
punto O. 

Adesso, il punto O, come appartenente 
alla perpendicolare DE, è ad uguale distan- 
za dai due punti A e B ; il medesimo pun- 
to O, come appartenente alla 1 perpendicolare 
FG, è a ugual distanza da' due punti B, C; 
dunque le tre distanze OA, OB , OC sono 
uguali; dunque la circonferenza descritta col 
centro O e col raggio OB passerà • per i tre 
punti dati A, B, G. 

Resta così provato che si può sempre far 
passare una circonferenza per tre punti dati 
non in linea retta; dico di più che non si 
può farvene passare 'che una sola . 

Poiché, se vi fosse una seconda circonfe- 
renza che passasse per i tre punti dati A , 
B, G, il suo centro non potrebbe esser fuo- 
Lib.T ri della linea DE *, poiché allora sarebbe di- 
sugualmente lontano da A e da B, nè fuori 
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della linea PG per una simil ragione -, dun- 
que sarebbe nel tempo stesM) sulle due linee 
DE, PG. Or due linee rette non possono 
tagliarsi in più d'nu punto; dunque non v' è 
che una sola circonferenza che possa passare 
per tre punti dati . 

CorcHario. Due circonferenze non possono 
/ incontrarsi in più dì due punti; poiché se a- 
vesscro tre punti comuni, avrebbero il me- 
desimo centro, e non farebbero che una so- 
la e medesima circonferenza . 

PROPOSIZIONE vin. 

TEOREMA 

Due corde uguali sono ugualmente lontane 
da' centro , e di due corde disuguali la minore 
è la più distante dal centro . 

t.° Sia la corda AB—DE: conducete dal Flg.53. 
. centro le perpendicolari CF , CG su queste 
corde , e tirate i raggi CA , CD . 

I triauguli rettangoli CAF , GDG hanno le 
ipotenuse CA, CD uguali; di più il lato AP 
metà di AB è uguale al lato DG metà di ^ s 
DE; dunque questi triangoli sono uguali * e Li |>'. t ' 
il terzo lato CF è uguale al terzo GG; dun- 
que i.° le due corde ugnali AB, DE sono 
ugualmente lontane dal centro. 

2. 0 Sia la conia AH maggiore di DE , l' ar- 
co AKH sarà maggiore dell' arco DME *J*e.5ì 
sull'arco AKH prendete la parte AND=DME, 
tirate la corda AB , e abbassate CP perpen- 
dicolare so questa corda, e CI perpendicolare 
sopra AH; è chiaro che CF è maggiore dì 
CO, e CO maggiore di Gli dunque molto più v 
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CFX3. Ma CF— CG, poiché le corde AB, 
UE sodo uguali; dunque CG]>CI; dunque 
la minore di due corde disuguali è la più lon- 
tana dal centro . 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA 

La perpendicolare BD condotta all' estremi- 
tà del raggio CA è una Uingeute della circon- 
ferenza . 

Poiché ogni obliqua CE è maggiore della 
perpendicolare GA; dunque il punto E è fuo- 
ri del circolo; dunque la linea BD na il so- 
lo punto A comune colla circonferenza, e 
per conseguenza BD è una tangente . 

Scolio. Non si può condurre da un punto 
dato A che una sola tangente AD alla cir- 
conferenza ; poiché se se ne potesse condurre 
un altra, questa non sarebbe più perpendi- 
colare al raggio CA ; dunque, per rapporto 
a questa nuova tangente , il raggio CA sa- 
rebbe un obliqua, e la perpendicolare abbas- 
sata dal centro su questa tangente sarebbe 
minore di CA; dunque questa pretesa tangen- 
te entrerebbe nel circolo , e sarebbe una se- 
gante . 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA 

Due parallele AB , DE intercettano sulla cir- 
conferenza archi uguali MN, PQ. 

Possono accadere due casi . 

i.° Se le due parallele sono seganti, con- 
ducete il raggio GII perpendicolare alla corda 
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MP , sarà nel medesimo (rampo perpendicolare 
alla sua parallela NQ ; dunque il punto II sarà 
a un tempo stesso il mezzo dell'arco MHP, 
e quello dell' arco NHQ ; si avrà dunque ì' ar- 
co MH=HP e l'arco NH=HQ; quindi re- 
sulta MH — NH=HP— HQ, cioè MN^PQ . 

2.° Se di due parallele AB, DE, una è In- 
segante, l'altra tangente, conducete il rag- 
gio CH ai punto del contatto H; questo rag- 
gio sarà perpendicolare alla tangente DE ed 
alla sua parallela MP. Ma poiché CH>è per- 
pendicolare alla corda MP, il punto II è il 
mezzo dell' arco MHP ; dunque gli archi MH, 
HP compresi tra le parallele AB , DE sono 
uguali . 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA 

Se due circonferenze si tagliano in due pun- 
ti, la lìnea che passa per i loro centri sarà 
perpendicolare a Quella che unisce i punti d'in- 
tersezione , e la dividerà in due partì ug uali . 

Poiché, la lìnea AB che unisce i punti d'in- 
tersezione è una corda comune ai due cìrco- 
li . Or se sul mezzo di questa corda si alza 
una perpendicolare, essa deve passare per 
ciascuno de' due centri Cell. Ma pur due 
punti dati non può passare che una sola li- . 
nea retta ; dunque la linea retta condotta per 
i centri sarà perpendicolare sul mezzo della 
corda comune . 

PBOPOSI/IONE XII. 

TEOREMA , ' 

Se la distanza de' due centri è minore della 
d 
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somma de raggi , e se nel tempo stesso il mag- 
gior raggio è minore del più piccolo aggiunto 
alla distanza dei centri , i due circoli si taglie- 
j. St ranno . 

Tst' Poiché, affinchè abbia luogo l'intersezio- 
ne, bisogna che il triangolo CAD sia possi- 
bile. Bisogna dunque, non solamente che CD 
sia <c AG-r-AD , ma che anche il maggior 
raggio AD sia ■< AC-t-GD. Or tutte le .vol- 
te che il triangolo CAD sarà possibile , è 
chiaro che Je circonferenze descritte co' cen- 
tri C e D si taglieranno in A e B. 

PROPOSIZIONE XI1L 

TEOREMA 
' Fig.5j- ,f e l a distanza CD de' centri de' due circoli 
è uguale alla somma dei loro raggi CA, AD, 
questi due circoli si toccheranno esternamente , 
È chiaro che avranno il punto A comune; 
ma avranno questo solo punto: poiché per 
aver due punti comuni, bisognerebbe che la 
distanza dei centri fosse minore della somma 
de' raggi . ■ ' 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA 

Tig.t*. Se la distanza CD dei centri di due circoli 
i uguale alla differenza dei loro raggi CA , AD, 
aitesti due circoli si toccheranno internamente . 

In primo luogo è chiaro che hanno il pun- 
to A comune: non ne possono avere alcun'al- 
tro; poiché, affinchè ciò accades.se, bisogne-' 
rebbe che il maggior raggio AD fosse minore 
dell'altro raggio AC unito alla distanza dei 
cantai CD, il che non ha luogo . 
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Corollario . Dunque se due circoli si toc- 
cano, o internamente, o esternamente, i cen- 
tri e il punto del contatto sono sulla mede- 
sima linea retta. 

Scolio. Tutti i circoli che hanno il loro 
centro sulla retta CD , e che passano per il 
punto A , sono tangenti gli uni degli altri ; 
non hanno fra loro che il solo punto A di 
comune. E se per il punto A si conduce AE 
perpendicolare a CD, la retta AE sarà una 
tangente comune a tutti questi circoli. 

PROPOSIZIONE XV, 

TEOREMA 

Nel medesimo circolo o in circoli uguali , gli F 
angoli uguali ACB, DCE la di cui sommità è 
al centro , intercettano sulla circonferenza de- 
gli archi uguali AB, DE. 

Reciprocamente, se gli archi AB, DE sono 
uguali, gli angoli ACB, DCE saranno pure 
uguali . 

Poiché , r.° se 1' angolo ACB è uguale' 
all'angolo DCE, questi due angoli potranno 
situarsi l'uno sull'altro, e siccome i loro la- 
ti sono uguali è chiaro che il punto A cadrà 
in D , e il punto B in E . Ma allora l'arco 
AB deve pur cadere sull' arco DE ; poiché 
se i due archi non fossero confusi in un so- 
lo, vii sarebbero nell'uno o nell'altro dei 
punti disugualmente lontani dal centro, il che 
è impossìbile; dunque l'arco AB=DE. 

2. IJ Se si suppone AB=DE , dico che l'an- 
golo ACB sarà uguale all' angolo DCE. Poi- 
ché, se questi angoli non sono uguali, sia 



44 L IR R 0 II. 

ACB il maggiore, e sia prego ACI~I)(TE ; 
si avrà per ciò che si 6 dimostrato Al— -DE: 
ma per supposizione l'syco AB=DE ; eluli- 
one si avrebbe AI=AB, o la parte nffualp 
al timo, il ohe è impossibile; dunque l'an- 
golo ACB—DCE. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA *£ 

Fijf.fi». Wel medesimo circolo o in due'cìrcoWVgUti- 
li, se due angoli al centro ACB, DCE stan- 
no _/r.i loro come due numeri intieri, gli archi 
intercetti AB, DE staranno -fra loro co ve i 
medesimi numeri , e Avrà q està proporzione : 
Annoio ACB ; angolo DUE ; : arco AB ; 
arco DE . 

Supponiamo, per esempio, che gli angoli 
ACB, DCE stiano fra loro come j stà a 4; 
o, il che torna lo stesso, supponiamo ohe l'an- 
golo M che servirà di misura comune sìa 
contenuto sette volte nel]' angolo ACB , e 
quattro nell'angolo DCE. G'i angoli parzia- 
li ACrn, niCn, nGp, et*. DC*-, xGy , ec, 
essendo uguali fra loro, gli archi parziali 
Am , mn, np , ce. ììx, xy, ec. saranno pu- 
re fra loro uguali; dunque l'arco intiero AB 
starà all'arco intiero DE come 7 stà a 4. 
Ora è manifesto che lo stesso ragionamento 
avrebbe sempre luogo, quando in vece di 
1 e 4 si avessero altri numeri qualunque ; 
dunque se il rapporto degli angoli ACB, 
l'CÈ può essere espresso in numeri intieri, 
' gli archi AB , DE staranno fra loro come gli 
angoli ACB, DCE. 



Digitized D/GoogI 



LIBRO ir. 45 
Scolio. 'Reciprocamente se gli archi AB .DE 
«tasserò fra loro come dne numeri intieri, gli 
angoli ACB, DCE starebbero fra loro come 
i medesimi numeri , e si avrebbe sempre 

acb : dce : : ab : DE . 

PROPOSIZIONE XVII 

TEOREMA 

Quahnquesia il rapporto de* due angoli ACB, I 
ACD, questi due angoli stjrqnno sempre fra 
loto come i if. e archi AB, AD, intercetti fhl 
£ loro lati, e descritti dalle toro sommità co- 
me centri con raggi uguali. 

Supponiamo l'angolo minore situato dentro 
il maggiore; se non è vera la proporzione 
en iniziata , l'angolo ACB starà all'angolo ACD 
come l'arco AB sta a im arco maggiore o 
minore di AD. Supponiamo quest' arco mag- 
giore, e rappresentiamolo con AO , avremo 
perciò : 

Ang. ACB ; ang. ACD ; ; are. AB ; 
aro. AO. 

Imagi ni amo adesso clic l'arco AB sia di- 
vìso in parti uguali di cui ciascuno sia minore 
di DO, vi sarà almeno nn punto di divisioni) 
fra D e O; sia . I questo punto, e tiriamo 
CI; gli archi AB, Al staranno fra loro co- 
me due numeri intieri > e si avrà per il teo- 
rema precedente : 

Ang. ACB ; ang. ACI ; ; are. AB *. 
are. AI. * 

Confrontando queste due proporzioni una 
coli' altra , e osservando che gli antecedenti 
sono i medesimi , se ne concliiuderà che i 
conseguenti sono proporzionali, e che perciò: 
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Ang. ACD ; ang. AGI ; ; are. AO \ 
are. Al. . 

Ma l'arco AO è maggiore dell'arco AI; 
Ijì sognerebbe dunque, perchè sussistesse Ja 
proporzione, che l'angolo ACD fosse mag- 
giore dell'angolo AGI; ora al contrario è 
minore 1 , dunque è impossibile che l'angolo 
ACB stia all'angolo ACD come l'arco AB 
sta a un arco maggiore di AD . 

Si dimostrerebbe con un ragionamento af- 
fatto simile che il quarto termine della pro- 
porzione non può essere minore di AD; dun- 
que esso è esattamente AD , e si ha la pro- 
porzione : 

Ang. ACB .* ang. ACD ; \ are. AB ; 
are. AD. 

Corollario. Poiché 1 angolo al centro dei 
circolo, e l'arco intercetto fra i suoi Iati han- 
no un tal legame, che quando l'uno aumen- 
ta o diminuisce in un rapporto qualunque, 
l'altro aumenta o diminuisce, nel medesimo 
rapporto, si pub stabilire una di queste gran- 
dezze per misura dell'altra. Onde noi pren- 
deremo da qui innanzi l'arco AB per misu- 
ra dell* angolo ACB . Bisogna solamente os- 
servare, nel paragonare gli angoli fra loro, 
che gli archi che servono loro di misara de- 
vono essere descritti con raggi uguali ; poiché 
ciò vien supposto in tutte le proposizioni 
precedenti . 

Scolio I, Pare più naturale il misurare una 
quantità con una quantità della medesima spe- 
cie, e dietro qncsto principio converrebbe 
riportare tutti gli angoli all'angolo retto; così 
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essendo 1* angolo retto l'unità di misura, un 
angolo acuto sarebbe espresso da un numero 
compreso fra o e i , e un angolo ottuso da 
un numero fra I e 2 . Ma questa maniera 
d' esprimere gli angoli non sarebbe la più 
comoda per l'uso; è stato trovato molto più 
semplice il misurarli con archi di circolo, a 
motivo della facilità di fare degli archi ugnali 
ad archi dati, e per molte altre ragioni. Del 
rimanente, se k misura degli angoli per iri'ìz- 
zo degli archi di circolo è irr qualche modo 
indiretta , è ugualmente facile 1 ottenere col 
loro mezzo la misura diretta e assoluta. Poi- 
ché , se paragonate 1* arco che serve di mi- 
tura ad un angolo colla quarta parte della 
circonferenza, avrete il rapporto dell' ansalo 
dato all'angolo retto, clic è la misura dirJpft 

Scolio //. Tutto ciò che è stato dimosMto 
nelle tre proposizioni precedenti per la in- 
parazione degli angoli cogli archi ha luogo 
ugualmente per la comparazione dei settori 
cogli archi; poiché i settori sono uguali quan- 
do lo sono gli angoli, e in generale seguono * 
la medesima proporzione ; dunque due settori 
ACB, A CD presi nel medesimo circolo, o in. 
circoli uguali , stanno fra loro come gii archi 
AB , AD di questi stessi settori . 

SÌ vede da ciò che gli archi di circolo che 
servono di misura agli angoli, possono pari- 
mente servire di misura ai settori d'un mede- 
simo circolo , o di circoli uguali . 

PROPOSIZIONE' XVIII. 

TEOREMA 

V angolo inscritto BAD ha per misura la i 
metà dell' arco BD compreso fra ì suoi lati . i 
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Supponiamo in primo luogo che il centro 
del circolo sia situato dentro l'angolo BAD, 
si condurrà il diametro ÀE, e i raggi CB , 
CD . L' angolo BCE esterno per rispetto ai 
triangolo ABC è uguale alla somma dei due 
interni CAB, ABC: ma essendo il "triangolo 
BAC isoscele, l'angolo GAB=ABG; dunque 
l'angolo BCE è doppio di BAC. L'angolo 
BCE come angolo al centro ha per misura 
l'arco BE; dunque l'angolo BAC avrà per 
misura la metà di BE . Per mia simil ragio- 
ne l'angolo CAD avrà per misura la metà 
di ED; dunque BAC-t-CAD o BAD avrà 
per misura la metà di ÌJE-t-ED o la metà 
di BD. 

Fig.65. Supponiamo in secondo luogo che il cen- 
tro C sia situato fuori dell'angolo BAD, al- 
lora con ducendo- il diametro AE , l'angolo 
BAE avrà per misura la meta di BE , l'an- 
golo DAE la metà di DE ; dunque la loro* 
differenza BAD avrà per misura la metà di 
BE meno la metà di ED, o la metà di BD. 

Dunque ogni angolo inscritto ha per mi- 
sura la metà dell'arco compreso fra isuoi lati. 
,Fig.6*. Corollario I. Tutti gli angoli BAC, BDC 
ec- inscritti nel medesimo segmento sono ugua- 
li;' perche hanno per misurala metà dell' ar- 
co BOC. 

Fig.* 7 . Corollario II. Ogni angolo BAD inscritto 
t nel mezzo-circolo è un angolo retto; poiché 
ha per misura la metà della me zza- circonfe- 
renza BOD, o la quarta parte della circon- 
ferenza. 

Per dimostrare la stessa cosa iu altra ma- 
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niera tirate ìl raggio AC; il triangolo BAC è 
isoscele, onde 1' angolo EAC—AEC; il trian- 
golo CAD è parimente isoscele, e l'angolo 
CAD=ADC; dunque BACWCAD o BAD 
=ABD-+ADE : ma se i due angoli B e D 
del triangolo ABD equivalgono insieme al 
terzo BAD , i tre angoli del triangolò equi- 
varranno a due volte l'angolo BAD; essi equi- 
valgono d'altronde a due angoli ietti; dunque 
l'angolo BAD è ah angolo retto. 

Corollario III. Ogni angolo BAC iscritto fì £ .66. 
. in un segmento maggiore del mezzo-circolo 
è un angolo acuto ; poiché ha per misura la 
metà dell'arco HOC minore d' una mezza- 
circonferenza. 

E ogni angolo BOC inscritto in un segmen- 
to minore del mezzo-circolo è un angolo ottu- 
so; poiché ha per misura la metà dell'arco 
BAC maggiore d'una mezza-cireonfen nza . 

Corollario IV. GJi angoli opposti Ae C d'un F*g 61. 
quadrilatero inscritto ABCD equivalgono in- 
sieme a due angoji retti ; poiché l'angolo BAD 
ha per misura la metà dell' arco BCD , l' an- 
golo BCD ha per misura la metà de.lf arco 
BAD; dunque i due angoli BAD, BCD pre- 
si insieme hanno per misura la metà della cir- 
conferenza,' che equivale a due angoli retti. 

ruoroemoNE xix. 

TEOREMA 

L'angolo BAC forivato da una tangente e f; s .6j. 
.fa una corda ha per misura la metà dell' arco 
At)C, compreso fra i suoi lati. 

AI punto di contatta A conducete il dia- 
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metro AD ; 1* angolo BAD è retto , e ha per mi- 
sura la metà della mezza-circonferenza AMD , 
l'angolo DAC ha per misura la metà di DC; 
dunque BAD-+-DAC o BAG ha per misura 
la meta di AMD più la metà di DC , o la 
metà dell'arco intiero ADC. 

51 dimostrerebbe medesimamente che 1' an- 
golo CAE ha per misura la metà dell' arco AC 
compreso fra i suoi Iati . 



PROBLEMI RELATIVI AI DUE PRIMI LIBRI 
PROBLEMA I. 

F'E7°- rivìdtre la retta data AB in due parti uguali . 

Da' |iuuti A , e B come centri con un rag- 
gio maggiore della metà d* AB, descrivete due 
archi che si taglino in D, il punto D sarà 
ugualmente lontano dai punti A e B. Segna- 
te nella stessa maniera al di sopra o al di 
sotto della linea AB un secondo punto E ugual- 
mente lontano dai punti A e B. Per i due 
punti D, E tirate la linea DE, dico che DE 
taglierà la linea AB in due parti uguali al 
punto C. 

Poiché essendo ciascuno de' punti D ed E 
ugualmente distante dalle estremità A e B, 
essi devono trovarsi ambedue nella perpendi- 
colare inalzata sul mezzo d' AB . Ma per due 
punti dati non può passare che una sola linea 
retta; dunque la linea DE sarà quella stessa 
perpendicolare che taglia la linea AB in due 
parti uguali al punto C. 

PROBLEMA II. 

Fi E-7'- Da un punto A dato sulla linea BC , alzare 
una perpendicolare a questa linea . 
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Prendete 1 pùnti B e C a ugual distanza 
da A; ìndi dai punti E e G come centri, 
e con un raggio maggiore di BA , descrìvete 
due ardii che si taglino in D ; tirate AD che 
sarà la perpendicolare richiesta. 

Poiché , essendo il punto D ugualmente ìon- 
' tano da B e da C, esso appartiene alla per- 
pendicolare alzata sul mezzo dì BC; dunque 
AD ò questa perpendicolare. 

Scolio. La medesima eostruzione serve a 
fare un angolo retto BAD in un punto dato 
A sopra una linea data BG. 

PROBLEMA III." 

Da un punto A dato fuori della rettaTSD ab' 
bastare una perpendicolare sopra questa retta- 

Dal punto A come centro, e con un rag- 
gio abbastanza grande, descrivete un arco che - 
tagli la linea B~D nei due punti B e D. Se- 
gnate quindi un punto E ugualmente distan- 
te dai punti B e D , e tirate AE che sarà 
la perpendicolare cercata. 

Poiché, ciascuno dei due punti A ed E è 
ugualmente distante dai punti B e D; dun- 
que la linea AE è perpendicolare sul mea- 
zo dì BD . . 'V 

PROBLÈMA IV. 

Al punto A della linea AB fare un angolo Fi s . 7 3. 
Uguale all'angolo dato K. , , 

Dalla sommità K come centro, e con nn 
raggio ad arbitrio, descrivete 1' arco IL ter- 
minato a' due lati dell'angolo. Dal punto A 
come centro, e con un raggio AB uguale a 
KI, descrivete l'arco indefinito BO. Prertde- 
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te poi un raggio uguale alla corda LI; dal 
punto B come centro e con questo raggio 
descrivete un arco che tagli in D l'arco in- 
definito BO; tirate AD , e l'angolo DAB sa- 
rà uguale all'angolo dato K. 

Poiché, i due archi BD, LI hanno raggi 
*Pr.4. uguali , e corde uguali ; dunque sono uguali * ; 
Llb I1 - dunque 1' angolo BAD-IKL . 

PROBLEMA V. , 

-74- Dividere un angolo , o un arco dato in due 
parti uguali. 

\.° Se bisogna dividere l'arco AB in due 
pani uguali, dai punti A e B come centri, 
e con uno stesso raggio, descrivete due archi 
che si taglino in D. Per il punto D e per il 
centro C tirate CD che taglierà l'arco AB in 
due parti uguali al punto E. 

Poiché , ciascuno dei punti C , e D è ugual- 
mente distante dalle estremità A e B della, 
conia AB; dunque la linea CD è perpendi- 
colare sul mezzo di questa corda; dunque 
divide l'arco AB in due parti uguali nel pnn- 

a.° Se bisogna dividere in due parti uguali 
l'angolo AGB, si comincierà da descrivere 
dalla sommità C come centro l'arco AB, e si 
procederà nel resto come qui sopra. È chiaro 
che la linea CD dividerà in due parti uguali 
l'angolo ACB. 

Scolio. Sì può colla medesima cognizione 
dividere ciascuna delle merìt AE, EB in due 
parti uguali; così con delle suddivisioni suc- 
cessive dividerà un angolo o un arco dato in 
quattro parti uguali, iu otto, in sedici, ec. 
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PROBLEMA VI. 

Per un punto daio A condurre una parallela F ;„ ,5 
alla linea data BC. 

Dal punto A rome entro, e con un rag- 
gio abbastanza grande, descrivere l'arco in- 
definito EO; dal punto E, come centro e col 
medesimo raggio, descrivete l'arco AF, pren- 
dete ED=AF, e tirate AD che sarà la pa- 
rallela richiesta . 

Poiché, tirando AE, si vede che gli an- 
goli alterni AEF , EAD sono uguali ; dun- 
que le linee AD, Et' sono parallele *. *?.iV. 

Lib.I. 

PROBLEMA VII, 

Essendo dati due angoli A e B d'un trian- 
golo, trovare il terzo. 

Tirate la linea indefinita DEF , fate al pun- Fig.76. 
to E 1* angolo DEG=A, e l'angolo GEH=B : 
l' angolo restante HEF sarà il terzo angulo 
richiesto; poiché questi tre angoli presi in- 
sieme equivalgono a due angoli retti. 

PROBLEMA Vili. 

Essendo dati due lati B e G d' un triangolo, Fig 77- 
e Vangalo A che essi comprendono , descrivere 
il triangolo . 

Avendo tirato la linea indefinita DE, fa- 
te al punto D l'angolo EDF Ugnale all'an- 
golo dato A; prendete quindi DG--B , 
DH=G ; e tirate GH, DGH sarà il trian- 
golo cercato . 

PROBLEMA IX. 

Essendo dai i un lato e due angoli d' un trian- x 
golo, descrivere il triangola. 



% 

Digitizod by Google 



54 LIBRO IL 

I due angoli dati saranno o tutti due adia- 
centi ài lato dato, o uno adiacente e 1* altro 
opposto. In questo ultimo caso, cercate il ter- 
■ 20 , e avrete così i due angoli adiacenti . 
■7 8 ' Posto ciò, tirate la retta DE uguale al lato 
« dato, fate ai punto D 1' angolo EDP uguale 
ad uno degli angoli adiacenti, e al punto E 
l' angolo DEG uguale all' altro; le due lineo 
DF, EG si taglieranno in H, e DEH sarà 
il triangolo richiesto . 

PROBLEMA X. 

Essendo dati i tra Lui A , B , G d' un trian- 
golo, descrivere il triangolo. 
■7i- Tirate DE uguale al lato A; dal punto E 
come centro, e con un raggio ugnale al se- 
condo lato B, descrivete un arco; dal pun- 
to'D come centro, e con un raggio uguale 
al terzo lato G, descrivete un altro arco din 
tagli il primo in F; tirate DP, EF, e DEF 
sarà il triangolo cercato . 

Scolio. Se uno dei lati fosse maggiore del- 
la somma degli altri due , gli archi iion si 
taglierebbero , e il problema sarebbe impossi- 
bile- 

VROBLEM \ XI. 

Essendo dati due lati A e B £ un triangolo , 
coli* angolo C opposto al lato B, .descrivere il 
triangolo . 

So. Vi sono due casi : i.° se l'angolo G è ret- 
to o ottuso, fate l'angolo EDP uguale all'an- 
golo C; prendete DE— A, dal punto E co- 
me centro, e con un raggio uguale al lato 
dato B, descrivete un arco che tagli in F la. 



LIBRO IL 55 
lìnea DF-, tirate EP, e DEP sarà il trian- 
golo richiesto. 

Bisogna in questo primo caso che il lato 
B sia maggiore di A; poiché l'angolo G es- 
sendo retto o ottuso , è il maggiore degli an- 
goli dei triangolo ; dunque il lato opposto 
dev'essere pure il maggiore. 

a." Se l'angolo G è. acuto, e B maggiore Fìg.fli. 
dì A , ha sempre luogo la medesima ■ costru- 
zione, e DEP è ii triangolo cercato. 

Ma se , essendo acuto l'angolo C, il lato vigà» 
B è minore di A, allora l'arco descritto dal' 
centro E col raggio EP=;B taglierà il lato 
DF in due punti F e G , situati dalla me- 
desima parte per rapporto a D; dunque vi sa- 
ranno due triangoliDEF, DEG, che soddis- 
faranno ugualmente al problema. 

Scolio. Il problema sarebbe impossibile in 
tutti i casi , se il lato B fosse minore della 
perpendicolare abbassata da E sulla linea DF. 

PROBLEMA XII. 

Essendo dati i lati adiacenti A e B d'un'pa- f': ; .8 
rallelograinmo coli' angolo G da essi compreso , 
descrivere il parallelogrammo . 

Tirate la linea DE=A , fate al punto D 
l'angolo FDE=C, prendete DF=B; descri- . 
vete due archi , uno dal punto F come cen- 
tro, e con un raggio FG=DE, l'altro, dal 
puutoE comecentro, econ un raggio EG—D^F: 
al punto G ove questi due archi si tagliano, 
tirate FG , EG ; e DEFG sarà il parallelo- 
grammo richiesto. 

Poiché , per costruzione, i lati opposti so- 
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no ugnali U dunque la 'figura descritta è un 
*P-Jr. parallelogrammo *, e questo parai lei qgrammo 
ta " 1 ' è formato coi lati dati e ]' angolo dato. 

. Corollario. Se l'angolo dato è ietto, la fi- 
gura sarà un rettangolo; se inoltre i lati so- 
no uguali, sarà un quadrato. 

PROBLEMA XIII. 

Trovare H centro d' un circolo., o <V un arco 
' dato . 

fì e .b4. Prendete a piacere nella circonferenza o 
nell'arco tre punti A, B, C, tirate , 0 irna- 
ginate che si tirino AB, e BC, dividete que- 
ste due linee in due parti ugnali per mezzo 
delle perpendicolari DE, FG; il punto O 
ove queste perpendicolari s'incontrano sarà 
il centro cercato. 

Scolio. La medesima costruzione serve per 
, far passare una circonferenza per i tre punti 
dati A , B, G, c parimente a far sì che il 
triangolo dato ABG sia inscritto in un circolo . 
PROBLEMA XIV. 
Per un punto dato condurre una tangente a 
un circolo dato . 
f'g.85. Se i! punto dato A è sulla circonferenza , 
„ tirate il raggio CA, e conducete AD perpen- 
dicolare a CA ; AD sarà la tangente richiesta . 
%.9t. Se il punto A è fuori del circolo , unite 
il . punto A e il centro colla linea retta GA; 
dividete GA in due parti uguali nel punto 
O^.dal punto O come centro, e col raggio . 
OG.descrivete una circonferenza che taglie- 
rà ìa circonferenza data nel punto B; tirate . 
AB,** AB sarà la tangente cercata. ^ 

• t - V 
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Poiché , tirando GB, l'angolo ORA inscrit- 
to nel mezzo-circolo è un angolo retto *; *P-'«. 
dunque AB è per pendi colare all'estremici LlhU - 
del raggio GB; dunque è tangente. , 

Scolio. Essendo il punto A fuori del cir- 
colo, si vede ohe vi sono sempre due tan- 
genti uguali AB, AD che passano per il 
punto À; esse sono uguali, perchè i trian- 
goli rettangoli GBA , CDA hanno l' ipotenu- 
sa GA comune, e il lato CB=Ctì . Dunquè 
sono uguali; dunque A»D=AB , e nel tempo 
stesso 1' angolo GAD^GAlì. 

PROBLEMA XV- 

Inscrivere un cìrcolo in un triàngolo dato Fi^.jii. 
ABG- 

Dividete gii angoli A « B in due parti 
uguali eolie linee AO e BO che s incontre- 
ranno in O ; dal punto O abbassate le per- 
pendicolari OD, OE, OF sui tre lati del 1 
triangolo: dico che queste perpendicolari sa- 
ranno uguali fra loro ; poiché, per costru- 
zione, l'angolo DAO=OAF , l'angolo ret- 
to ADO= AFO ; dunque il terzo angolo AG) J 
è uguale al terzo AOF. D'altronde il Uto 
AO è comune ai due triangoli AOD, AOF, 
e gli angoli adiacenti al lato uguale sono ugna- . 
li y. dunque questi due triangoli sono uguali; 
dunque DO=OF . £i proverà parimente clic 
Orié triangoli BOD, BOE sono uguali -, ÙW '*-£. 
w: OD=OE; dunque le tre perpemiìcoia- 
<jfmD, OE, OF sono uguali fra loro. 
-, Adesso se dal punto O come contro e col 
feio OD si descrive una. circonferenza, è 
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chiaro che questa circonferenza sarà inscrìt- 
ta nel triangolo ABC; poiché il ,lato AB, 
perpendicolare ali' estremità del raggio OD , 
è una tangente ; ed è lo stesso dei lati EG , AC ■ 

PROBLEMA XVI. 

Sopra una linea fetta AB , descrìvere un se- 
Fift.BB, gmenio capace dell' angolo dato C, cioè un se- 
1189. gaietto tale che tutti gli angoli che vi sonoin- 
scrìtti dóno uguali all' angolo dato C . 

Prolungate AB verso D, fate al punto B 
■T angolo. DBE=C * tirate BO perpendicola- 
re a BE , e GO perpendicolare sul mezzo 
d'AB; dal punto d'incontro O come centro 
e col raggio OB descrivete un circolo , il 
segmento richiesto sarà AMB. 

Poiché, l'angolo EBD è ugnale al suo op- 
posto ABP ; e siccome BF è perpendicolare 
all'estremità del raggio OB , BF è una tan- 
gente, e l'angolo ABF ha per misura la me- 

ffifc* del1 ' arco AKB *» l'angolo AMB ha la 
medesima misura; dunque l'angolo AMB=: 
EBD=C ; dunque tutti gli angoli inscritti 
nel segmento AMB sono uguali all' angolo 
dato C. 

Scolio . Se 1" angolo dato fosse retto , il se- 
gmento cercato sarebbe il mezzo-circolo de- 
scritto sul diametro AB . 

PROBLEMA XVII, 
Tit.$«. Trovare il rapporto numerico di due linee ret- 
te date AB , CD , seppure queste due linee han- 
no fra. loro una misura comune. 

Portate la minore CD sulla maggiore 'AB 
quante volte può esservi contenuta, per esem- 
pio, due volte col resto BE. 
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Patate il resto BE. sulla linea CD quante 
volte può esservi contenuto , una volta per 
esempio, col resto DF . 

Portate il secondo resto DF .sul primo BE 
quante volte può esservi contenuto, una vol- 
ta, par esempio, col resto BG.. 

Porrate il terzo resto BG. sul secondo.DF 
quante volte può esservi contenuto. 

Continuate così finché abbiate un resto che 
sia contenuto un numero esatto di. volte nel 
suo precedente . 

Allora quest' ultimo resto sarà, la comune 
misura delle linee proposte, e riguardandolo 
come ]' unità si troveranno facilmente i va- 
lori dei resti precedenti, e filialmente i valo- 
ri delle due linee proposte , donde, si conehiu- 
derii il loro rapporto iti numeri-. 

Per esempio, se si trova che GB è conte- 
nuto due volte appunto in FD, BG sarà la 
cotnun misura delle due lineo- proposte , Sia 
BG=r , si avrà FD=3; ma EB contiene una 
volta FD più GB ; dunque EB— 3 ; CD con- 
tiene una volta EB pinFD; dunque CJÌ=5 i 
finalmente AB contiene due volte CD più EB; 
dunque AB— 13 ; dunque il rapporto delle due 
linee AB, CD è quello d_i 13 a 5: Se la Yi- 
nea CD fosse presa per unità, la linea AB sa- 
rebbe e se la linea AB fosse presa per 
unità, la linea CD sarebbe , : 3 . « 

Scotio. Il metodo che sì è spiegata è- quel, 
medesimo che prescrive 1* aritmetica per tro- 
vare il comun divisore di due numeri; onde 
non ha bisogno d'altra dimostrazione, - ./ 

Può accadere, che per quanto sì continui 
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lungamente l* operazione , uon si trovi " mai 
un resto che sia contenuto un numero preci- 
do di volte nel suo precedente. Allora le due- 
linee non hanno misura comune , e si chia- 
mano incommensurabili : se ne vedrà in se- 
guito un esempio nel rapporto che vi è fra 
la diagonale e il lato d'un quadrato. Non 
si può dunque allora trovare il rapporto esat- 
to in numeri; ma trascurando l'ultimo resto, 
si troverà nn rapporto pròssimo , e tanto più 
prossimo, quanto più lungi sarà stata porta- 
ta l'operazione. 

PROBLEMA XVIII. 

Essendo dati due angoli A « B , trovare la 
■ laro mis.ra comune, se l'hanno, e quindi U 
loro rapporto in numeri- 

Descrìvete con raggi uguali gli archi CD, 
EF che servono di misura a questi angoli : 
procedete in seguito, per la comparazione 
degli archi CD, EF come nel problema pre- 
cedente ; poiché , nn arco può portarsi sopra 
un arco dello stesso raggio come una linea 
retta sopra una linea retta. Giungerete cosi 
alla misura comune degli archi CD, EF.se 
l'hanno, e al loro rapporto in numeri .'Que- 
sto rapporto sarà lo stesso di quello degli 
angoli dati *, e se DO è la misura comune 
degli archi, DAO sarà quella degli angoli. 

Scolio. Si può così trovare il valore asso- 
luto d'un angolo paragonando l'arco che gli 
serve di misura a tutta la circonferenza: per 
esempio , se 1* arco CD sta alla circonferen- 
za come 3 a 25, 1' angolo A sarà £ s di quat- 
to angoli retti, o *i d'un angolo rettp.j. 
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Potrà pure accadere che gli archi parago- 
nati non abbiano alcuna misura comune; al* 
lora non si avrà .per gli angoli che dei rap- 
porti in numeri più o meno prossimi, secon- 
do che l'operazione sarà stata spinta più o 
meno lungi. 
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LE PROPORZIONI DELLE FIGURE 



SEFINIZIONI 

T. Cjhinmero figure equivalenti quelle le di 
cui sUperfìci sono uguali. 

Due figure possono essere equivalenti , quan- 
•tunque siano affatto dissimili ; per esempio un 
circolo può essere equivalente a un quadrato» 
un triangolo a un rettangolo, ec. 

La denominazione di figure tignali sarà con- 
servata a quelle che essendo applicate S'una 
Hill' altra coincidono in tutti i loro punti. Ta- 
li sono due circoli di cui i raggi siano ugna- 
li, due triangoli di cui i tre lati siano respet- 
tivametite ugnali ec. 

a. Due figure sono simili quando hanno 3I1 
angoli respettiva mente uguali e 1 lati omolo- 
ghi proporzionali. Per lati omologhi s'inten- 
dono quelli ohe hanno la medesima perizio- 
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He nelle due figure, o che sono adiacenti ad 
angoli ugnali . Questi angoli stessi si chiama- 
no angoli omologhi. 

Due figure ugnali sono sempre simili , mi 
due figure simili possono essere molto disu- 
guali. 

3. In due circbìi differenti , si chiamano 
archi simili , settori simili , segmenti simili quel- 
li che corrispondono ad angoli al centro ugnali. 

Pij.gi. Cosi essendo l'angolo A ugnale all' angolo 
O, l'arco BC è >iniìle all'arco.. DE, il setto- 
re AEG al settore ODE, ec. 

Fig.g3. 4. V altezza d'un parallelogrammo è la per- 
pendicolare EF condotta fra i due lati o ba- 
si opposte AB, CD. 

^«■94- 5- L'altezza d'un triangolo è la perpendi- 
colare AD abbassata da un angolo A sul lato 
opposto BC che si chiama la base. 

FJg.95. 6. "L'altezza del trapezio è la perpendico- 
lare EF condotta fra le sue due basi paralle- 
le AB, CD. 

N. B. Per 1! intelligenza di (pesto libro, e dei 
eeguenti , bisogna aver presente la teoria delle pro- 
porzioni, per la quale rimandiamo ai trattati or- 
dinati di aritmetica e di Algebra , Faremo sòla- 
iD'-nie un osservazione che c ìniputi.iiitl&sitna per 
(issare il icto eensn delle ptopcrviuni , e dispipire 
ORni oscurila sì nell'eo iniziato ohe nelle dimnatra- 
eiont . 

Se si ha la proporzione A?B*'C*D, si 
s'a che i! prodotto degli estremi A; ;D e ugua- 
le al prodotto de' medi B>(C 

Questa verità è incontrastabile ni numeri ; 
lo è pure in grandezze di qualunque sorte , 
purché si esprìmano, 'o s imagiuiuo espresse 
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ìli numeri; il che si può sempre supporre; 
per esempio se A , B , C , D sono linee -, si può 
imagiuare che una di queste quattro lince , os- 
sivvero una quinta serva di misura comune 
a tutte e sia presa per unità; alloca A, B, 
C, D rappresentano ciascuna un certo nume- 
ro d' unità intiero o fratto, commensurabile 
o incommensurabile; e la proporzione fra le 
linee A, B, C, D diventa una proporzione 
di numeri . Il prodotto delle linee A e D * 
che si chiama ancora il loro rettangolo, non 
è dunque altro che il numero d'unità linea- 
ri contenute in A moltiplicato per il numero 
delle unità lineari contenute in D; e si con- 
cepisce facilmente , che questo prodotto può 
e deve essere uguale a quello che resulta si- 
milmente dalle linee B e C. 

Le grandezze A e B possono essere d'una 
specie , per esempio linee; e le grandezze CÌ 
e D d'un' altra specie, per esempio supera- 
ci; allora bisogna riguardare sempre queste 
grandezze come numeri; A e B « esprime- 
ranno in unità lineari , C e D in unità su- 
perficiali i e il prodotto AxDsarà un nume : 
ro come il prodotto BxG . 

In generale , in tutte le operazioni che sì 
faranno sulle proporzioni , bisogna sempre ri- 
guardare ì termini di queste proporzioni co- 
me tanti numeri, ciascuno della specie che 
gli conviene , e non si durerà alcuna fatica 
a concepire queste operazioni, e le -conseguen- 
te che ne nascono . 

Dobbiamo pure avvertire che parecchie del- 
le nostre dimostrazioni sono fondate sopra al- 
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enne (ielle regole più semplici dell'algebra, 
lo quali .sono fondate esse stesse sugli assio- 
mi cogniti: così se si ha A=B-+-C , e si mol- 
tiplichi ogni membro per una stessa quantità 
M, se ne iionchiudoAxM=BXM-fGxM. Pa- 
rimente, se ri iia A—B-t-C, e D=E— C, 
e si aggiungano le quantità uguali , cancel- 
lando -t-C e —G che sidistruggono.se ne con- 
chiuderà A-»-D=B-i-E , e così d'altri casi . 
Tatto ciò è as.-ai chiaro da perse; ma inca- 
po di difficoltà , sarà bene di consultare i li- 
bri d'algebra, e di frammischiare lo studio 
delle due scienze • 

FBOPOSIZIONE I. 

TEOREMA 

I parallelogrammi cht hanno basi uguali e 
altezze uguali sono equivalenti. 
Fig.96. Sia AB la base comune de* due parallelo- 
grammi AGGD , ABEF ; poiché si suppon- 
gono della medesima altezza , le basi supe- 
riori DG, FE saranno situate sopra una me- 
desima lìnea parallela ad AB. Ora per la na- 
tura dei parallelogrammi si ha AD=BC , e 
AF=BE ; per la medesima ragione si ha 
DG— AB , e FE=;AB ; dunque DC=FE ; 
dunque togliendo I)C e FE dulia medesima 
Jinea DE, i resti CE e DF saranno uguali. 
Da ciò segue, che i triangoli DAF, CBE 
food equilateri fra loro e per conseguenza 
ugnali . 

Ma se dal quadrilatero AB ED si toglie il 
triangolo ADF,resta il parallelogrammo ABEF; 
e se dallo stesso quadrilatero ABED si to- 
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.glie il triangolo CBE, resta il parallelogram- 
mo ABCD. Dunque i due parallelogrammi 
ABGD, ABEF clie hanno la medesima base 
e la medesima alteaza sono equivalenti . 

Corollario. Dunque ogni parallelogrammo Pl ff-97- 
ABCD è equivalente al rettangolo ABEF 
sulla medesiaiabase e della medesima altezza. 
PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA 

Ogni triangolo ABC è la metà del puntile- Fig.98; 
logrammo AUGI) che ha la medesima base e 
la medesima altezza. 

Perchè i triangoli ABC, ACD sono uguali*. * P ,3 0 . 

Corollario 1, Dunque un triangolo ABC è L. i- 
la metà del rettangolo BCEF che ha la me- / 
desima base BC e la medesima altezza AO 1 poi- 
ché il rettangolo BCJEP è equivalente al pa- 
rallelogrammo ABCD. 

Corollario a. Tatti i triangoli che hanno ba- 
si uguali , e altezze ugnali sono equivalenti. 
PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA 

Dite rettangoli della medesima altezza stari- 
no fra loro come le loro basi . 

Siano ABCD, AEPD .due rettangoli che 
hanno peraltezza comune AD; dico che stan- 
no fra loro come le loro basi AB , AE . 

■ Supponiamo primic-ramente che le ba*i AB, 
AE siano commensurabili fra loro, e che stia- 
no, per esempio , come i numeri 7 e 4: se si 
divide AB io stette parti uguali, AE conter- 
rà 4 di queste parti; alzate ad ogni punto di 
divisione una perpendicolare alja base , forme- 
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rete così sette rettangoli parziali che saranno 
fra loro ugnali, poiché avranno la medesimi 
base e la medesi ma altezza. Il rettangolo ABCD 
conterrà sette rettangoli parziali , mentre 
AEFD ne conterrà quattro > Dunque il rettan- 
golo ABCD sta al rettangolo AEFD come 
1 a 4 , o come AB sta ad AE . Il medesimo 
ragionamento può essere applicato ad ogni al- 
tro rapporto diverso da quello di 7 a 4: dun- 
que, qualunque sia questo rapporto) purché 
sia commensurabile , si avrà 

ABCD ; AEFD ; ; AB : AE. 
Pi». 100. Supponiamo in secondo luogo che le basi 
AB, AE siano incommensurabili fra loro j di- 
co che sarà parimente 

ABCD ; AEFD | AB : AE . 
Poiché, se questa proporzione non è vera, . 
restando gli stessi ì tre primi termini, il quar- 
to sarà maggiore o minore di AE. Supponia- 
mo che sia maggiore e che si abbia 

ABCD ; AEFD AB) AO; 
Dividete la lìnea AB in parti uguali minori 
di EO , vi sarà almeno un punto di divisione I 
fra È' i ed O j per questo punto alzate la perpen- 
dicolare IK;ìe base AB , AI saranno commen- 
suràbili fra loro; e così si avrà secondo c\(t 
che si è ora dimostrato 

ABCD : AIKD; : ,\B : AI. 

Ma si ha per stlpposiziorie 

ABCD ; AEFD AB ; AO. 
In queste due proporzioni gli antecedenti 
sono ugnali ; dunque i conseguenti sono pro- 
porzionali , e ne resulta 

AIKD : AEFD :; Ai; AO. 
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Ma AO è maggiore d'Ai: dunque affin- 
chè sussistesse ]a proporzione , bisognerebbe 
che il rettangolo AEFD fosse maggiore di 
AlIvD; ora al contrario è minore; dunque 
la proporzione è impossibile, dunque ABCD 
non può stare ad ÀEFD ^come AB età ad 
una linea' maggiore di AE. 

Con un ragionamento affatto simile, si pro- 
verebbe che il quarto termine della propor- 
zione non può essere minore di AE; dunque 
essa è esattamente AE - 

Dunque, qualunque sia il rapporto delle, 
basi, due rettangoli della medesima altezza 
ABCD , AEFD stanno fra loro come le lo-, 
io basi AB,- AE. 

PROPOSIZIONE IV. 

TIOSEMA 

Due rettangoli qualunque ABCD^ AEGF F. 
stanno fra loro come i prodotti delle basi mol- 
tiplicate per l' altezze , talmente che si ha 
ABCD ; AEGF ; : ABXAD ; AEXAF . 

Prolungate i lati GE, CD finché s' incon- 
trino in H ; i due rettangoli ABCD , AEHD 
hanno la medesima altezza AD; stanno dun- 
que fra loro come le loro basi AB, AE; pa- 
rimente i due rettangoli AEHD, AEGF han- 
no la medesima altezza AE; stanno dunque 
fra loro come le loro basi AD , AF ; onde ai 
avranno le due proporzioni 

abcd : aehd :: ab; AE, 

AEHD ; AEGF : : AD; AF- 
Moltiplicando per ordine queste proporzio- 
ni , e osservando che il medio termine AEHD 
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può essere omesso come moltiplicatore comu- 
ne all' antecedente e al conscguente, si aVrit 

ABCD ; AEGF ; ; ABx AD : AExAP . 

Scolio . Dunque si può prendere per misu- 
ra d' un rettangolo il prodotto della sua base 
per la sua altezza, purché s'intenda per que- 
sto prodotto quello di due numeri, cioè., il 
numero d'unita lineari contenute nella base , 
e- il numero d'unità lineari contenute nell'al- 
tezza . 

Questa misura d'altronde non è assoluta, 
ma soltanto relativa; suppone che si valuti 
similmente un altro rettangolo misurando i. 
suoi lati colla stessa unità lineare; si ottiene 
così un secondo prodotto, e il rapporto dei 
due prodotti è ugnale a quello de' rettangoli , 
conforme alla proposizione or dimostrata. 

Per esempio, se la base del rettangolo A 
è di tre unità e la sua altezza di dieci, il 
rettangolo sarà rappresentato dal numero 3X i o, 
o 30, numero che così isolato non significa 
niente; ma se si ha un secondo rettangolo 
B la di cui base sia di dodici unità e I' al- 
tezza di sette, il secondo rettangolo sarà rap- 
presentato dal numero ?Xis , 0 84; di qui 
si conchiuderà che i due rettangoli A e B 
stanno fra loro come 30 sta a 84 ; dunque 
se. si convenisse di prendere il rettangolo A 
per unita di misura nelle superfici, il rettan- 
golo B avrebbe allora -per misura assoluta 
3 J , cioè sarebbe uguale a \% unità superfi- 
ciali . , 

È più comune e più semplice il prendere 
il quadrato per l'unità di superfìcie, e si 
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Bcieglie il quadrato, il di cui iato è l'unità 
di lunghezza ; allora la misura che attbiamo 
riguardato semplicemente come relativa di- 
venta assoluta: per esempio, il numero 30, 
col quale abbiamo misurato il rettangolo A , 
rappresi-nta 30 unita superficiali, o 30 di 
quei quadrati il di cui lato è ugnale all' flui- 
ta. Ciò è reso sensibile dalla figura. F 

Si confonde assai spesso in geometria il 
prodotto di due linee col loro rettangolo, e 
q ti ;ìst' espressione è anche passata nell'aritme- 
- òca, ove il prodotto di due numeri si ohia- 
111 \ il loro rettangolo, come si chiama qua- 
drato il prodotto d'un numero moltiplicato 
jitu* se stesso . 

I quadrati de* numeri 1, 2, 3, ec. sono 
1, 4, 9, ec. Così si vede che il quadrato 
fatto sopra una linea doppia è quadruplo, 
sopra una linea tripla è nove volte più grau- 
de, e cosi di seguito . 

iV. li. La superile d'una figura in quanto che 
vii-n misurata 0 comparata ad ultre superfici . si 
chiama pure V area d'una tal figura. Ogni snjierh'^ 
eie o area equivale a un rettangolo ; e ti misura cui 
prodotto (li d'IP linpfi . 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA 

L'area d'un parallelogrammo qualunque è 
uguale al prodotto dalla sua base, per la aua al- 
tezza . 

Poiché il para! lui oprammo ABCD è equi- Ti 
valcnt'- al rettangolo ABEfc' che ha la meùe- 
.-ima ba«e AB, e la medesima altezza BEjur 
questo ha pur misura ABXBE. Dunque oc. 
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Corollario. Dunque i parallelogrammi della 
medesima base stanno fra loro coinè le loro 
altezze, e i parallelogrammi della medesima, 
altezza stanno fra loro come le loro basìj poi- 
ché, se le basi sono ugnali, i prodotti delie- 
basi per l'altezze staranno enme le altezze; 
e se le altezze sono uguali, i prodotti dello, 
basi per l'altezze stai-anno come le basi. 

PROPOSIZIONE VI. 

T E OR fi M A 

V area d'un triangolo è uguale al prodotto 
della sua base per la metà della sua altezza . 
F. 104. Poiché, il triangolo ABC è la petà del pa- 
rallelogrammo AECE che ha la medesima ba- 
se KG e la medesima altezza AD : ora la su- 
perficie del parallelogrammo =BCxAD; dun- 
que quella del triangolo =^BGxAD , o 
BCx^AD. 

Corollario. Dunque due triangoli della me- 
desima altezza stanno fra loro come ìc loro 
basi; e due triangoli della medesima base stan- 
no fra loro come le loro altezze. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA 

F. io5. L' area del trapezio ABCD è uguale alla sua 
altezza EF moltiplicata per la tuezza-somma 
delle basi parallele AB, CD. 

Per il punto I mezzo del lato CB, con- 
ducete KL parallela al lato opposto AD , e 
prolungate DC finché incontri Kit. 

Nei triangoli IBI* IGK sì ha il lato IB=TG 
per costruzione, l'angolo LIB=CIK , e l'an- 
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golo tBL=ICK, poiché CK e BL sono pa- 
• rallele-, ti Lincine questi triangoli sono uguali *; * *■ 
dunque il trapezio ABCD è equivalente al L ' 
para Ilei ogni mino ADKL ed ha per misura 
EFxAL . 

Ma si ha AL=DK, e poiché il triango- 
lo IBL è ugnale al triangolo KCI , il lato 
BL=CK;clnuqaeAB+CD±=.AL-+Dk=aAL I 
ovvero AL è la mezza-somma delle basi AB, 
CD : dunque finalmente 1' area del trapezio 
ABCD è uguale all' altezza EP moltiplicata 
per la mezza-somma delle basi AB, CD, il 

che si: esprime così : ABCD=EFx(^~ -) 

Scolio. Se per il punto I mezzo di BC si 
conduce Ili parallela alla base AB, U punto H 
sarà pure il mezzo di AD ; perchè la figura 
AIIIL è un parallelogrammo , come anche 
DH1K; si ha dunque AH— IL , e DH=IK; 
ora IL=IK, poiché i triangoli BIL, CIKso- 
110 uguali; dunque AH=DH. 

Si può osservare che la linea Hl=AL— 
ABj+CD . duni j Ue j' area a e i tra pezio piiò 

a 

esprimersi così EFXHI- E*sa è uguale all'al- 
tezza del trapezio moltiplicata per la linea che 
unisce i mezzi dei lati non paralleli . 
PE.OPOSIZIONE Vili. 

T E O p E M A 

Se una linea AC è divisa in due parti AB , F. itti 
BC, il quadrato fatto sull'intiera linea AC con- 
terrà il quadralo fatto sopra AB. più il qua- 
drato fatto sopra BC , più due volte il rettati- 



li LIBRO UT. 

golo compreso sotto le due parti AB , e BG , 

il che si esprime così , AC o ( AB-t-BC ) — 

ABm-BGh-sABXBG . 

Costruite il quadrato AGDE, prendete 

AF=AB , conducete FG parallela ad AC, 

e BH parallela ad AE. 

II quadrato ACDE è diviso in quattro 

parti : la prima ABIF è il quadrato fatto 

sopra AB , poiché ai è preso AF=AB : 
]a seconda IGDH è il quadrato fato sopra 
BG , poiché siccome si ha AG=AE . e 
AB=AF , la differenza AG— AB è uguale 
alla differenza AE — AF , cioè BC=EF . Ma a 
cagione delie parallele , IG=BC,eDG=EF, 
dunque HIGD è uguale al quadrato ratto so- 
pra BC. Essendo tolte queste due parti dal 
quadrato totale, restano i due rettangoli BCGI, 
EFIHche hauno ciascuno per misura ABxBG. 
Dunque il quadrato facto sopra AC , ec. 

Scotio. Questa proporzione si accorda con 
quella che si dimostra in algebra per la for- 
iiiazione del quadrato d' un binomio, e che 

c così espressa : (m-6) = a-+aab-t-b, 

FE.OPOSIZIONE IX. 

TEOREMA 

.Se la linea AG è la differenza di d:<e linee 
AB, BC, il quadrato fatto sopra AG conterrà 
il quadrato AB p'ià il quadrato di BC, me.'io 
due volte il rettangolo fatto sopra AB e BC . 

cioè si avrà^AC o (AB— ìiC) —ÀìC-DC'' — 
aABXBC. 
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Costruite il quadrato ABIF, prendete AE— 
AG, conducete CG parallela a Bl, HK pa- 
rallela ad AB, e terminate il quadrato EI'LK. 

I due rettangoli CBIG, GLKD hanno cia- 
scuno per .misura ABxBCisesi tolgono dal- 
la figura intiera ABILKEA che ha per va- 
lore ABn-BG, è chiaro die resterà il qua-- 
drato ACDE; dunque, ec. 

Scolio. Questa proposizione combina colla, 

formula d' algebra (a— b)~a-tb— -2ab. 
PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA 

II rettangolo fatto Sulla somma e la dilTe- F 
renza di due linee è uguale alla differenza dei 
quadrati di queste linee: cosisi ha (AB-i-BC) 

X (AB-BC) — Àìi— EC* 

Costruite sopra AB ed AC f quadrati ABIF, 
AGDE, prolungate AB d'una quantità BK— 
BC, e terminate il rettangolo AKLE. 

La base AK del rettangolo è la somma del- 
le due linee AB,. BC; la sua altezza AE è 
la differenza di queste medesime linee. Dun- 
que il rettangolo AKLE=(AB-4-BC)X(AB— 
BC) . Ma questo medesimo rettangolo è com- 
posto delle due parti ABHEh BHLK , e la 
jiarte BHLK è uguale al rettangolo EDGF, 
jierchèBH— ED, e BK=EF ; dunque AKLE= 
A1ÌHE-+EDGF. Or queste due parti forma- 
no il quadrato ABIF meno il quadrato DII1G 
che è il quadrato fatto sopra BC: dunque fi- 
nalmente (AC+BC ) X (AG— BC ) = AC— 

se* . ~ : f 
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Scolio. Questa proposizione combina colla 
formula d'algebra a-t-è) (a— b)—a— b. 
PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA 

II quadrato Jatto sull'ipotenusa d' un trian- 
golo retta golii è ugnale alia sutnma dei £Ua- 
. (irati Jattì sopra gli altri due laii. 
F.»9. Sìa ABC un triangolo rettangolo in A: 
avendo formato de' quadrati sopra i tre lari» 
abbassate dall'angolo retto sopra l'ipotenusa 
la perpendicolare AD che prolungherete fino 
in E; tiratu quindi le diagonali AF , GH- 

L' angolo ABI' è composto dell' angolo ABC 
più l' angolo retto CBF ; V angolo CBH è com- 
posto del medesimo angolo ABC più l'ango- 
lo retto ABH; dunque 1* angolo ABF=HBC. 
Ma AB—BH come tati d'un medesimo qua- 
drato, e BF=JÌC per la medesima ragione. 
Dunque i triangoli ABF, HBC hanno un an- 
golo uguale compreso fra lati uguali, dunque 
sono uguali. 

Il triangolo ABF è la meta del rettango- 
lo E DEF, (o per più brevità, del rettango- 
lo BE}' che ha la medesima base BF , e la 
Tr. i .medesima altezza BD*. Il triangolo HBC è 
parimente la meta del quadrato AH, perchè 
essendo retto 1' anguJo BAG come pure BAL, 
AG ed AL non fanno che una sola linea ret- 
ta parallela ad HB ; dunque il triangolo HBC 
e il quadrato AH che hanno la base comune- 
BH, hanno pure l'altezza comune AB. Dun- 
que il triangolo è la metà del quadrato. 

Si è provato che il triangolo ABF è ugua- 
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]e al triangolo HBC ; dunque il rettangolo 
BDEF doppio del triangolo ABF.è equiva- 
lente al quadrato AH doppio del triangolo 
HBC. Si dimostrerà parimente che il rettan- 
golo GDEG è equivalente al quadrato AI; 
ma i due rettangoli BDEF, CDEG presi in- 
sieme fanno il quadrato BCGF ; dunque il 
■quadrato BCGF fitto sull'ipotenusa è ugua- 
le alla somma dei quadrati ABHL , ACIK 
fatti sugli altri due lati; o in altri termini , 

BC=AB-+AC a . 

Corollario I. Dunque il quadrato d' uno dei 
due lati -dell' angolo retto è uguale al quadra- 
to dell'ipotenusa meno il quadrato dell' altro 
Iato, il che si esprime così: AB— BC — AC. 

Corollario II. Sia ABCD un quadrato, AC F 
la sua diagonale ; il triangolo ABC è rettan- 
golo ed isoscele; onde si' avrà AC— AB-t- 

BG=2AB. Dunque il quadralo fatto sulla dia- 
gonale AC è doppio del quadrata fatto sul la- 
to AB . 

Ciò si può dimostrare agli occhi,, conducen- 
do per i punti A e G delle parallele a BD, 
e per i punti B e D delle parallele ad AC: 
sì formerà così il quadrato EFGH ehe è il 
quadrato di AC. Or si vede che EFGH con- 
tiene otto triangoli uguali, e ABCD quattro: 
dunque ilquadrato EFGH è doppio d'ABCD. 

Poiché AC ; ; AB ' ; a ; i , si ha estraen- 
do la radice quadrata , AG J AB J * V a ; 
i. Dunque la diagonale d'un quadrato è i/i- 
commensur abile col suo lato. 
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Ciò si spiegherà dì più in un altra occa- 
sione . 

j. Corollario III. Si è dimostrato che il qua- 
drato AH è equivalente ni rettangolo BDEF; ' 
ora, a cagione dell'altezza comune BF, il 
quadrato BCCìF sta al rettangolo BDEF co- 
me la base BC alla base BD ; dunque 

bc": ab:;bc:bd 

Dunque il quadrato dell' ipotenusa sta al 
quadrato d' uno dei lati dell' angolo retto come 
l'ipotenusa stà al segmento adiacente a questo 
lato. Il segmento di cui si tratta è la parte 
dell' ipotenusa determinata dalla perpendicola- 
re abbassata dall'angolo retto; così BD è il 
segmento adiacente al lato AB, e DG è il 
segmento adiacente al lato AC. Si avrebbe 
similmente 

BC a ; Àc 2 ; : BC ; CD. 

Corollario IV. I rettangoli BDEF, DCGE 
avendo pure la medesima altezza , stanno fra 
loro come le loro basi BD, DC. Or questi 

rettangoli sono equivalenti ai quadrati AB , 

AC; dunque 

ab : àc b ;;bd;dc. 

Dunque i quadrati dei due late dell' angolo 
retto stanno fra loro come i segmenti dell'ipo- 
tenusa adiacenti a questi lati . 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA 
,, In un triangolo ABC, se V angolo C è acu 
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tei il quadrato del lato opposto sarà minore 
della somma dei quadrati dei lati che compren- 
dono V angolo C ; e abbassando la perpendicor 
lare AD sopra BC , la differenza sarà uguale 
al doppio del rettangolo BCxCD ; talmente che 
si avrà 

AB*~AC^-BG~2BCXCD . 
Vi sono due casi . i.° Se la pernendì colare 
cade dentro del triangolo ABC , si avrà 
BD=BC — CD, e per conseguenza * BD= 
BC-i-CD— 2BCXCD . Aggiungendo da ambe 
le parti AD , e osservando che a cagione del 

triangolo rettangolo ABD, AD-i-ED=AB, e 
a cagione del triangolo rettangolo ADO, 

AD^DC = JC» si avrà AB = BC-+ Te— 
sBCxCD. 

2. D Se la perpendicplare AD cade fuoridel 
triangolo ABC , si avrìi BD=CD— BC , e 

per conseguenza BD^CD-hBÓ— aCDxBC . 

Aggiungendo da ambe le parti AD , se aa 
conchiuderà medesimamente 

ÀbLTbC^-ÀC -aBCxCD. . 

PROFQSIZIONE Xlft. ! " ' 7 ' 
■ T t,b R K M A. ;■■ j ir ,;. 
. \Jn iintrìoAgolo ABC , se C àngolo C è. #k 
tusv .ir^pr^niio lììel lato Opposto- AB- sarà mag- 
giore della lì&bsLÀcì quadrati dei lati, \ejt* 
comprendono W^m^jC, e abbassando AD 
perpendicolare '^mSSM^la differenza sarà 
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uguale al doppio del rettangola BCXCD ; tal- 
mente che si avrà 

AB—ACH-BG^i-aBCXCD . 
La perpendicolare non può cadere dentro del 
triangolo; perchè, se cadesse per esempio in 
E, il triangolo ACE avrebbe a un tempo stes- 
so l'angolo retto È, e l'angolo ottuso G, che 
è impossibile : dunque cade aldi fuori, e si 

**■ ha BD=BC-+CD. Di qui resulta * BDa 

BC-hCD-i-aBCxCD . Aggiungendo da ambe 

le parti AD, e facendo le riduzioni corno 
nel teorema precedente , se ne conchiuderà, 

A^Lbg%AC%2BCxCD . 

Scolio. Non v'è che il triangolo rettangolo 
in cui la somma dei quadrati di due lati sia 
uguale al quadrato del terzo ; poiché, se l'an- 
golo compreso da questi lati è acuto, la som- 
ma de' loro quadrati sarà maggiore del qua- 
drato del lato opposto, se è ottuso , sarà mi- 
nore . 



In un triangolo qualunque ABC se si condu- 
\dalla sommità al mezzo della base la linea 



2BE . 

Abbassate la perpendicolare AD sulla ba.se 
BC , il triangolo AEC dark per il' teorema 13. 



^ PROPOSIZIONE XIV. 



TEOREMA 



cada 
Al. 
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II triangolo ABE dark per il teorema 1 3. 

AB=ÀE+EBh-2EBxBD . 
Dunqtìe, soaitniiudo e osservando che EB= 
EC ni avrà a a 

AB^-AC^=2ÀE^2ÉB. 
Corollario. In ogni paraldogrammò la som- 
ma de quadrati de' iati è uguale alla somma 
dei quadrati delie diagonali. 

Poiché, le diagonali AC, BD> si taglia- p - ' 
no scarabi ev olmeti te in Hat pirti uguali al 
punto E *; onde il triangolo ABC dà * p. 
f _ _a _a — i --— a L. 

< AB-<-BC=:2AE^2BE. 
Il triangolo ADG dà parimente 

AD* DC==2AE-t-aDE . 
Sommando membro con membro, e osservan- 
do che BE=DE , sì avrà ^ 
ÀB^ AD^-Dci BC=4 AE-t-4DE . 
Ma 4AÈ è il quadrato di aAE o di AC [ 
4DE è il quadrato di BD; dunque la somma 
-tde' quadrati de' lati , ec. ■ 
PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA 

La linea DE, condotta parallelamente alla t . 
base d' un triangolo ABC , divide i lati AB , 
AG proporzionalmente , talmente che si ha AD ', 

db ; : ae ; ec; 

Tirate BE e DC, i,due triangoli BDE , 
DEC hanno la medesima base DE; hanno 
pure la medesima altezza, poiché le sommi- 
tà B e C sono situate sopra una parallela air 
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la base. Dunque questi triangoli sono equi- 

■'- valenti * . 

1 triangoli ADE, BDE, la di cai sommi- 
ti comune è E, hanno la medesima altezza* 

6 e stanno fra loro come lo loro basi Ali, BD *; 
onde si ha 

ade: bde : : ad : bd. 

I triangoli ADE, DBG, la di cui sommi- 
tà comune è D , hanno pare la medesima al- 
tezza , e stanno fra loro come le loro bacì ; 
dunque 

ADE ; dec : : AE ;ec. 

Ma il triangolo BDE=DEC , dunque, a 
motivo del rapporto comune in queste duo 
proporzioni , se ne conchiuderà 

AD ; DB ; ; AE : EC. 

Corollario I. Di qui resulta componendo AD+ 

db : ad ; : ae-+-ec : ae, o ab : ad : : 

AG ; AE, e così pure AB | BD ^ AG I CE. 
iì. Corol'.ario II. Se fra due rette AB , CD si 
conducono quante si vogliati parallele AG, EP, 
GH, BD , er.. , queste rette saranno tagliate 
proporzionalmente , e sarà AE CP '. '. EG ; 

fh; : gb : hd. 

Perchè, sia O il punto di concorso deile 
rette AB, CD; nel triangolo OEP , ove la 
linea AG è condotta parallela alla base , si 

avràon; ae:;òp : cp.ooe ; op :; ae; 

CP . Nel triangolo OGH, si avrà similmen- 
te oe ; EG :;of : fh, oOE ;of;;eg; 

PH. Dunque, a cagione del rapporto comu- 
ne OEJOF, queste due proporzioni danno 
AE ; CP: .'EG ; FH. Si dimostrerà nello stes- 
so modo che sì ha EG : FH ; ; GB HD , e 
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in seguito. Dunque le linee AB, CD sono 
tagliate proporzionai munte dalle paralleleEF, 
GH, ec. 

PROPOSIZIONE XVI- 

TEOREMA 

Reciprocamente se i lati AB, AC sono ta- V.n6t 
gliati proporzionalmente dalla lineai DE , tal- 
mente che sia AD ; DB ; ; AE ; EC, dico che 
la linea DE sarà parallela alla base BG . 

Poiché se DE non è parallela a BG, sup- 
poniamo che lo sia DO ; allora secondo il teo- 
rema precedente, si avrà AD ; BD ; ; AO; 
OG . Ma per ipotesi AD * DB ; ; AE ; EG ; 
. dunque si avrebbe AO ; OC I ; AE ; EC , pro- 
-porzione impossibile, poiché da una parte l'an- 
tecedente AE è maggiore dell' antecedente 
AO, e dall'altra il conseguente EC è minore 
di OC. Dunque la parallela a BC «ondatra, 
dal punto D non pub differire da DE: dunque 
DE è questa parallela. 

PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA 

La linea AD che divide in due pani ugna- F'.:ij. 
■li V angolo BAG d* un triangolo, dividerà la 
base BC in due segmenti BD , DG proporzio- 
nali ai iati adiacenti AB , AC ; talmente che si 

avrà bd;dc;:ab: AC. 

Per il punto C conducete CE parallela r.d 
AD fino che incontri BA prolungato. 

Nel triangolo BCE la linea AD è parallela 
alla base CE; onde si ha la proporzione 

bd : dc : : ab : ab. 
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Ma il triangolo AGE è isoscele; perchè, a 
cagione delle parallele AD , CE, l'angolo 
ACE=DAC, e l'angolo AEG=BAD*i ora, 
" per supposizióne, DAC=BAD; dnuqnc l'au- 
•P.i3. golo ACE=AEC; dunque il tato AEs=AG*ì 
Lu>. i. e sostituendo AG in vece di AE nelia propor- 
ziono precedente, ni avrà ' 

BD ; ne ; ; ab ; ac . 

PROPOSIZIONE XVIIL 

TEOREMA 
Due triangoli equiangoli kmno i lati'omoto- 
ghi proporzionali e go-io simili. 
n S -"9- Siano ABC), GDE due triangoli che hanno 
gli angoli resp^ttivainunte uguali, «ioè BACI- 
CI DE , ABC<==DCE , e AG B=DEG -, dico che 
i lati omologhi, o adiacenti agli angoli uguali 
saranno proporzionali, talmente che si avrà 

bg : ce : ; ab : cd; ; ac : db. 

_ Situatoci lati omologhi BC,CE nella mede- 
sima direzione, e prolungate i lati B-\ , ED 
finché s'incontrino in' P. Poiché BCE è una 

i linea retta, e che l'angolo BGA=GED, ne 
segue (he AC e parallela a DE. Parimente , 
poiché l'angolo ABC -DCE, la linea AB è 
parallela a DC . Danque la figura ACDF è 
un parallelogrammo 4 

Nel triangolo BFE, la linea AC è parsile- 

. la alta base FE; onde si ha BC ; CE ; ; BA ; 
AF. Invrce di AF si può mettere la sua ugua- 
le CD, e si avrà 

bc : ce : : ba : co. 

Nel medesimo triangolo BFE, se si riguar- 
da BF come la base , CD é una parallela a quer 
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sta base , e si ha la proporzione BG ; CE ; ; 
FD ; DE - In vece di FD mettendo la sua . 
uguale AC , si avrà 

bc : ce : : ac; de. 

Finalmente da queste due proporzioni che 
contengono il medesimo rapporto BC * CE , 
si può derivare ancora 

acide; :ba;cd. 

Dunque i triangoli equiangoli BAC , CDE 
hanno i lati omologhi proporzionali : ma secon- 
do la definizione, due figure sono simili quan- 
do hanno a un tempo stesso gli angoli respet- 
tivamente uguali, e i lati omologhi propor- 
zionali; dunque i triangoli equiangoli BAC, 
CDE sono due figure simili . 

Corollario. Affinchè due triangoli siano si- 
mili basta che abbiano due angoli respettiva- 
meiiteuguali, perchè allora il terzo sarà ugna- 
le in ambedue i triangoli, ed essi saranno 
equiangoli . 

Scolio* Osservate che, nei triangoli simili, 
i lati omologhi sono opposti ad angoli uguali ; 
così essendo l'angolo ACB ugnate a DEC, 
il lato AB è omologo a DG ; medesimamen- 
te AC è omologo a DE- e BC a CE: essen- 
do riconosciuti i lati omologhi , si formano fa- 
cilmente le proporzioni 

ab:dc:;ac;de::bc:ce. 
proposizione xix. 

TEOREMA 
Due triangoli che' hanno i lati omologhi prò- F. uà. 
porzionali sono equiangoli , e simili. 

Supponiamo che si abbia BG 1 EF ; ; AB 
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DE ; ; AC ; DF, dico che i triangoli ABO * 
DEF avranno gli angoli uguali , cioè A=D > 
B=E, C=F. 

Fate al punto E l'angolo FEG=B, e al 
punto F L'angolo EFG—C, il terzo G sarà 
uguale al terzo A, e i due triangoli ABC» 
EFG saranno equiangoli. Dunque si avrà per 
il teorema precedente BC \ EF ; ; AB ; EG; 
ma per supposizione EC ; EF ; ; AB ; DE, 
dunque EG=DE. Si avrà ancora per il me- 
desimo teorema BG * EF ; ; AC ; FG ; ora 
si ha per supposizione BC * EF * * AC * DF; 
dunque FG— DF, dunque i triangoli EGF , 
DEF hanno i tre lati respettivamente uguali; 
dunque sono uguali . Ma per costruzione il 
triangolo EGFè equiangolo al triangolo ABC; 
dunque anche i triangoli DEF , A.BG sono 
equiangoli e simili. 

Scolio I. Si vede da queste due ultime pro- 
posizioni che basta, affinchè due triangoli sia- 
no simili, o che siano equiangoli, oche i la- 
ti omologhi siano proporzionali . Non è Io stes- 
so nelle figure di più di tre Iati; perchè co- 
minciando fino da' quadrilateri, si può senta 
cambiar gli angoli , «Iterare la proporzione 
de' lati, o senza alterare i lati cangiare gli 
angoli: coìì la proporzionalità dei lati non 
può essere una conseguenza dell'uguaglian- 
za degli angoli, nè viceversa . Si vede, per 
- nu. esempio , che conducendo EF parallela a BC1, 
gli angoli del quadrilatero AEFD sono ugua- 
li a quelli de! quadrilatero AI1CD; ma ìa pro- 
porzione de' lati è differente; del pari, sen- 
za cangiare i quattro lati AB , BC, CD, AD, 
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si può avvicinare o allontanare il punto B dal 
punto D, il che altererà gli angoli. 

Scolio II, Le due proposizioni precedenti, 
che propriamente ne fanno una sola, unite a 
quella del quadrato dell'ipotenusa, sono le 
proposizioni più importanti e più feconde dei; 
]a geometria : bastano quasi esse sole a tutte 
le applicazioni, e alla risoluzione di tutti i 
problemi ; la ragione si è che tutte le figu- 
re possono dividersi in triangoli, e un man- . 
golo qualunque in due triangoli rettangoli. 
Perciò le proprietà generali de' triangoli rac- 
chiudono implicitamente quelle di tutte le fi- 
guro . 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA 

Due triangoli che hanno un angolo uguale com- r. 
presofia lati proporzionali sono simili . 

Sia l'angolo A=D, e. supponiamo che si 
abbia AB ; DE ; ; AC I DF ; dico che ii trian- 
golo ABC è simile a DEF. 

Prendete AG^DE, e conducete GH paral- 
lela a BG , 1* angolo AGH sarà uguale all' an- 
golo ABC, e il triangolo AGH sarà equian- 
golo al triangolo ABC; si avrà dunque AB ; 
AG ; I AC ] AHi ma per supposizione AB ; 
UE ; ; AC ; DF , e per costruzione AG=DE; 
dunque AH— DF . I due triangoli AGH, 
DEF hanno dunque un angolo uguale com- 
preso fra lati- uguali , e per conseguenza so- 
no uguali. Ora il triangolo AGH è simile ad 
ABC; dunque DEF ù pure simile ad ABC-, 
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/ PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA 

Due triangoli che hanno i lati omologhi pa- 
ralleli , o che gii hanno respettivamente perpen- 
dicolari, sono simili. r 

F.n3. Perchè, i.° se il lato AB è parallelo a DE, 
e BG ad EF, l' angolo AEG sarà uguale a 

L P i a K DEF *; se di più AC è parallela DF, l'an- 
golo ACE sarà uguale a DFE, e così BAG 
ad EDF ; dunque i triangoli ABC, DEF so- 
no equiangoli; dunque sono simili. 

Fig.i»4- 3.°* Sìa il lato DE perpendicolare ad AB, 
e il lato DF ad AG ; nel quadrilatero AIDH 
i due angoli I e H saranno retti ; i quat- 
tro angoli equivalgono insieme a quattro an- 

* pigoli rett i #. dunque i due restanti I AH , IDH 
equivalgono a due angoli retti. Ma i due an- 
goli EDF, IDH equivalgono pura a due an- 
goli retti; dunque l'angolo EDF è uguale a 
BAC. Parimente se il terzo lato EF è per- 
pendicolare al terzo BC , si dimostrerà che 
l'angolo DFE=C, e DEF=B. Dunque i 
due triangoli ABG , DEF , che hanno i lari 
respettivamente perpendicolari, sono equian- 
goli e simili . 

Scolio. Si pub osservare che nel caso dei 
lati paralleli, i lati omologhi sono i lati pa- 
ralleli, e in quello de' lati perpendicolari, lo 
sono i lati perpendicolari. Così, in quest'ul- 
timo caso , DE è omologo ad AB , DF ad AC, 
ed EF a BC . , 
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proposizione xxn. 

TEOREMA . ,' 

Le linee AF , AG, te. condotte dalla som- FlsllSt 
mica di un triangolo dividono proporzional- 
mente la base BC e Li sua parallela DE , tal- 
mente che si Aa DI ; BF ; ; IK ; FG ; ; KL ; 
GH , ec. 

Poiché, siccome DI è parallela a BF, il 
triangolo ADI è equiangolo ad ABF, e si ha 
la proporzione DI ; BF ; ; AI I AF . Parimen- 
te essendo Kt parallela a FG , si ha Al ; AF ; ; 
IK ; FG- Dunque, a cagione del rapporto co- 
mune Ai; AF, A avrà ni; bf;; ir ; FG. 

Si troverà similmente IK ; FG ; ; KL ; GH , ec. 
Dunque la linea DE è divisa nei punti I,K, 
L, come lo è la base BC nei punti F, G,H. 

Corollario. Dunque *e BC è divìsa in i>ar- 
tì uguali nei punti F, G, H, la parallela DB 
sarà divìsa parimente in parti uguali nei pun- 
ti I, K, L. 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA 

Se dall'angolo retto A d'un triangolo rer-F.i»6. 
tangolo si abbassa la perpendicolare AD sulf i- 
potennsa ; 

l. / due triangoli parziali ABD, ADG, *a- 
ranno simili fra loro e al triangolo totale ABC ; 

a. 3 Ogni lato AB o AC sarà medio propor~ 
zìanale fra V ipoteusa BG e il segmento adia- 
cente BDaDG; 

3. 0 La perpendicolare AD sarà media pro- 
porzionale fra i due segmenti BD , DC . 
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Poiché) i.° il triangolo BAD c il triango- 
lo BAG hanno l'angolo comune B; di più 
l'angolo retto BDA è uguale all'angolo ret- 
to BAC; dunque il terzo angoloBAD dell'uno 
è uguale al terzo C dell'altro. Dunque que- 
sti due triangoli sono equiangoli e simili. Si 
dimostrerà parimenti che il triangolo DAG 
è simileal triangolo BAC; dunquei tre trian- 
goli sono simili fra loro. 

2. " Poiché il triangolo BAD è simile al 
triangolo BAC,i loro luti omologhi sono pro- 
porzionali. Ora il lato BD nel triangolo pio- 
colo è omologo a BA nei grande, perchè so- 
no opposti ad angoli uguali BAD , BCA ; 
l'ipotenusa BA del piccolo è omologa all' ipo- 
tcnusa BG del grande; dunque fi pub formare 
la proporzione BD ; BA ; ; B A ; BC . Si avreb- 
be nella stessa maniera DC ; AC ; ; AC ; BG. 
Dunque 2.. ognuno dei lati AB, AC è me- 
dio proporzionale fra l'ipotenusa eil segmen- 
to adiacente ad esso lato . 

3. " Finalmente la similitudine dei triango- 
li ABD, ADC, dì paragonando i lati omo- 
loghi , BD ; AD I : AD : DC . Dunque 3. 0 la 
perpendicolare AD è media proporzionale tra 
i segmenti BD , DC. 

Scolio . La proporzione BD ; AB ; .' AB ; 
BG dà uguagliando il prodotto degli estre- 
mi a quello de' medi , AB=BDXBC . Si ha 
medesimamente ÀC=DCXBG , cioè in altri 
termini, il quadrato fatto sopra AB è ugua- 
le al rettangolo fatto sopra BD e BC, e il 
quadrato fatto sopra AC è uguale al rettan- 
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golo fatto sopra DG , e BC . Or di qaì re- 
sulta che il quadrato di AB unito al qua- 
drato di AG è uguale alla somma di due ret- 
tangoli chte hanno per altezza comune BG , 
e per base, uno BD, l'altro DG. Questi due 
rettangoli equivalgono ad un solo die avesse 
per altezza BG, e per base BD-t-DCo BC, 
e che fosse per conseguenza il quadrato di BC . 
Dunque il quadrato fatto sopra BC è uguale 
alla somma dei quadrati fatti sopra gli altri 
due lati AB, AG. Ritorniamo così alla pro- 
porzione del quadrato dell'ipotenusa per una 
strada diffèrentissima da quella che avevamo 
seguito: d' oude si vede che a parlare propria- 
mente la pronoriione del quadrato dell'ipo- 
tenusa è una conseguenza della proporziona- 
lità dei lati nei triangoli equiangoli: onde le 
proposizioni fondamentali dalla geometria si 
riducono per così dire a questa sola, che i 
triangoli equiangoli hanno i loro lati omolo- 
ghi proporzionali . 

Accade spesso , come ne abbiam veduto 
adesso un esempio , che tirando delle conse- 
guenze d'una o più proposizioni, si ricade 
su delle proposizioni già dimostrate. In ge- 
nerale ciò che caratterizza particoiaimente i 
teoremi di geometria , ed è una prova invin- 
cibile della loro certezza, si è che combinan- 
doli insiemeìn una maniera qualunque, pur- 
ché si ragioni giustamente , si cade sempre 
sopra resultati esatti. Non avverrebbe così ss 
qualche proposizione fosse falsa o non fosse 
vera che press' a poco; accaderebbe spesso, 
che per mezzo della combinazione delle pro- 
S 
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posizioni fra loro, l'errore 'si accrescerebbe 
e diventerebbe sensibile, Si vedono esempi 
di ciò in tutte le dimostrazioni dove ci ser- 
viamo della riduzione all' assurdo . Tali dimo- 
strazioni in cui si ha in mira di provare che 
due quantità sono uguali , consistono a far 
vedere che se si ammettesse fra esse la mi-* 
iiima disuguaglianza, ne risulterebbe per mez- 
zo della serie dei ragionamenti un' assurdità 
manifesta e palpabile; d'onde si rimane co- 
stretti a conchiudere che quelle due quanti- 
Vis l»i tà sono u ? ua ^ ■ 

, " Corollario. Seda un punto A della circon- 
ferenza si conducono le due corde AB, AG, 
*Pi8 a l 1 ' cstrettlitil dc l diametro BC, il triangolo 
Lib.ii.ABC sarà rettangolo in A*. Dunque i. ù fa 
perpendicolare AD è media proporzionale fra 
i due segmenti del diametro BD , DG,o, il 

die torna lo stesso , il quadrato AD è uguale 
al rettangolo BDXDC, 

H.° La corda AB è media proporzionale fri 
il diametro BC e il segmento adiacente BD , 

o, il che torna 16 stesso, AB—BDXBC. Si 

2 a 

ha parimente AG— CDXBG, dunque ABJ 

AC ; .* BD ; DC ; e se si paragona AB a BC, si 

avrà ÀB ; BG ; ; BD ; BG ; si avrebbe pure AG; 

BC ; ; DC ; BC . Questi rapporti dei qua* 
drati dei lati, sì fra loro che col quadrato 
dell'ipotenusa, sono già stati dati nei corolla- 
li 3 , e 4 della proposizione XL 
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PROPOSIZIONE XXIV. 

T E O REMA 

Due triangoli che hanno, un angolo- uguale- F.ni. 
S-tanno fra toro come i rettangoli dei iati che; 
comprendono, l'angolo uguale. Così il t'iango-r ' 
lo ABC sta al triangolo ADE, come il. ret- 
tangolo ABxAG.ita al rcua:golo AD>xAE. 

Tirate BE; i. due triangoli ABE ADE ta 
di cui sommità comune è in E. hanno la me- 
desima altezza, e scanno, fra di loro come le. 
loro basi. AB, AD; dunque 

abe.:'ade : : ab :;àd.. 

Si ha pure 

abg ; abe ; ; AG ; ae . 

Moltiplicando que-te due proporzioni per 
ordine, e omettendo, il termine comune ABE, 
ti avrà. 

ABC ; ADE ; ; ABXAC ; ADxAE. 
Corollario .. Dunque i due triangoli sareb- 
bero equivalenti, se . il rettangolo ABxAG 
fosse ugnale al rettangolo ADXAE, o *e-si 
iùzso AB : AD ; ; AÉ ; AC 

PROPOSIZIONE XXV.. 

.1 E O R E M A 

Dua triangoli simili stanno, fra: loro, come ì 
juairati .dei. iati omologhi . , 

Sia l'angolo A==D, e l'angolo B— E^-pri- F.ia». 
mierameute, a cagione deglrangoli uguali A 
e D, i triangoli ABC,. DEP stanno fm, loro 
come i rettangoli ABxAG , DEX^F . Si ha 
di più 

- ,ab:de;;ac;df,- 
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E se si moltiplica questa proporzione ter- 
miiie per termine per la proporzione identica 

ac ; df : ; ag : DP , 
ne risulterò 

ABXAC ; DExDF ; : AC?: DF* 

Dunque ABC ; DEF \ * 9 AG * DP . 

Dunque due triangoli simili ABC, DEF 
stanno tra loro come i quadrali dc-i lati omo- 
loghi AC, DF, o come i quadrati di due-- al- 
tri lati omologhi qualunque. 

PROPOSIZIONE XXVI. 

TEOREMA 

Due poligoni simili sono composti d' un me- 
desimo numero dì triar.goli simili rispettivamen- 
te , e disposti similmente 

r-g.j*9. Nel poligono ABCDE conducete da uno stes- 
so angolo A le diagonali AC, AD agli altri 
angoli. Nell'altro poligono FGHIK , condu- 
cete similmente dall' angolo F omologoo ugua- 
le ad A, le diagonali FH, FI. 

Poiché i poligoni sono s ; mili , l' angolo ABC 

•Drf.i è uguale al suo omologo FGH*, e di più i 
tati AB» BC sono proporzionali ai lati FG, 
GH ; talmente che si ha AB ; FG ; : BC ; 
GH. Da cib segue che Ì triangoli ABC, FGH 

• F.io. sene, simili *; dunque l'angolo BCA è ugua- 
le a GHF. Basendo tolti questi angoli ugnali 
dagli arinoli uguali BCD , GHI , i resti AGD>, 
FHI -aranno ugnali. Ma, poiché i triangoli 
ABC, FGH .sono simili, si ha AC ; FH \ ; 
BC ; GH- D'altronde, a cagione della simi- 
litudine de* poligoni BC ; GH ; .' CD ; HI ; 
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dunque AC I FH ; I CD ; Hi. Ma si è già 
veduto che l'angolo A(.D=FHI; dunque i 
triangoli ACD, FHI hanno un angolo ugna- 
le compri 'so fra lati proporzionali ; dunque so- 
no simili. Si può continuala medesimamente 
a dimostrare la similitudine dei triangoli se- 
guenti , qualunque fos^e il numero dei lati dei 
poligoni proposti, dunque due poligoni simi- 
li sono composti d' un medesimo numero dì 
triangoli simili e similmente disposti. 

Scolio. La proposizione inversa -è ugual- 
mente vera : se due poligoni sano composti d' un 
medtsimo numero di triangoli simili, e shndL- 
mei.ie disposti, i due poligoni saranno simili- 

Poiché, la similitudine dei triangoli recet- 
tivi darà l' angolo ABC=FGH , BOA— GIIF, 
At :Ds=FHl ; dunque BCD=GHI, cosi pu- 
re GDE=HIK,ec.Di più si avrà AB ; FG ; ; 
BC ; GH ; : AC : FH : : CD ; HI , ec Dun- 
que i due poligoni hanno gli angoli uguali , 
e i lati proporzionali; dunque sono simili* 
PROPOSIZIONE XXVII. 

T £ 0 R É ti A 

1 -Contorni o perimetri de' poligoni simili stan- 
no come i latj omologhi, e le loro superjici co- 
me i quadraci dei lati omologhi* 

Poiché , giacché sì ha per !a natura del- F.ìa». 
le figure simili , AB ; FG * ; BC ; GH ; ; 
CD ; Hlj ce. , si può conchiudere da questa 
serie di rapporti ugnali: la somma degli an- 
tecedenti AB-t-BC-t-CD , ec. contomo delta 
prima figura sta aìla somma de' conseguenti 
FG^GH-i-Hl, ec. contorno della seconda fi- 
ì ■ 
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gara , come un solo lato AB sta al inoonio- 
logo FG. 

a.' 1 Poiché i triangoli ABC, "FGH sono si- 

TtóE, si ha * ABC ; FGH \\ AG;fS; pari- 
mente, essendo simili i triangoli ACD.FHI, 

si ha A€D ,* FHI ; ; AG ;FH; dunque, amo- 
"tivo del rapporto comune AG ; FH, si ha 
ABC ; FGH ; ; AGD ; FHI. 
Con un ragionamento simile si troverebbe 

acd : fhi ; : ade : FIK . 

E così in seguito se vi fosse un maggior, 
numero di triangoli. Da questa serie di rap- 
porti uguali si conchiuderìi: La somma de- 
gli antecedenti ABC-t-ACD-hADl o il po- 
ligono ABGDE sta. alla somma dei conse- 
guenti, o al poligono. FGH1K come un ante- 
cedente ABC sta al suo conseguente FGH, 

o come ÀBftaaFG; dunque i poligoni ri- 
mili stanno tira loro come i quadrati dei la- 
ti omologhi . 

Corollario . Se si costruiscono tre figure si- 
mili i di cui lati omologhi siano uguali ai 
tre lati d'un triangolo rettangolo, la figura 
fatta sul maggior lato sarà uguale alla som- 
ma delle altre due. Poiché queste tre figu- 
re sono proporzionali ai quadrati dei loro la- 
ti omologhi; ora il quadrato dell'rpotenitsa 
è ugnale alla somma dei quadrati degli altri 
due lati ^dunque ec. ■ 

PROPOSIZIONE XXVIII. 

' TEOREMA 
F - ,3 «- Le pani di due corde AB , CD che si ta- ' 

* 
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glìatto in un circolo sojio reciprocamente prò* 
porzionalìi cioè sì ha 

ao : do : : co : ob 

Tirate AG e ED : nei triangoli AGO , BOD 
gli angoli in O sono uguali, l'angolo A è 
uguale all' atìgolo D perchè sono inscritti nel 
medesimo segmento *; per la medesima ra-*P.i8. 
gione l'angolo C— B; dunque questi ttfian* 1 *** 1 *" 
goli sono simili , e i lati omologhi danno la 
proporzione 

ao : do : ; co : ob . 

Corollario. Dunque AOXOB=DOXCO ; 
dunque il rettangolo delle due parti d'una 
delle corde è uguale -al rettangolo delle dne 
parti delf* altra. ' 

PROPOSIZIÓNE XXIX. 

■ TEOREMA 

Sé da uno stesso punto O preso fuori del v.tSu 
tirchio , si conducono le seganti OB , OC , ter' 
minate all'arco concavo BG, le seganti intie- 
re saranno reciprocamente proporzionali alle lo- 
to partì esterne; cioè si avrà 

ob ; oc : : od : oa. 

Poiché, tirando AC, BD, i triangoli O AC, 
OBD hanno l' angolo O comune ; di più , 
l'angolo B-=C*; dunque questi triangoli so-*p.,8. 
no simili, e i lati omologhi danno la propor- voli- 
zióne 

ob : oc ; : od : oa. 

Corollario. Dunque il rettangolo OAXOB 
è uguale al rettangolo OGxOD. 

Scolio, Si può osservare che questa propor- 
zione ha molta analogia colia precedente, e 
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che tic differisce soltanto perchè le due cor- 
de AB, CD in vece di tagliarsi nel cerchio, 
ni tagliano ul di fuori . La proposizione se- 
guente può ancora esser riguardata come un 
caio particolare di questa. 

PROPOSIZIONE XXX. 

TEOREMA 

frg.iJs. Se da uno stesso punto O preso fuori del 
circolo si conduce la tangente OA, e la se- 
gante OC, la tangente sarà media proporzio- 
nale fra la segante e la sua parte esterna ; tal' 
mente che si avrà OC ; OA ; I OA ; OD; 

o, il che torna lo stesso, OA=OCxOD. 

Poiché, tirando AD e AC, i triangoli OAD, 
OAC hanno l'angolo O comune; di piò 1" an- 
golo OAD formato da una tangente e da un* 
corda * ha per misura laiouta dell'arco AD» 
tt ' a " e l'angolo C ha la medesima misura; dunque 
l'angolo OAD=C; dunque i due triangoli 
sono simili e si ha la proporzione OC ; OA ; ; 

OA : OD che da ÓA=OCxOD. 

PROPOSIZIONE XXXI. 

I TEOREMA 

In un triangolo ABC se si divide l an- 
T<l-*n-golo A in due parti uguali colla linea AD, il 
rettangolo dei lati AB , AC sarà uguale al ret- 
tangolo dei segmenti BD , DC , pia il aitidra- 
to deUa segante AD. 

Fate- passare una circonferenza per i tre 
punti A, B, C, prolungate AD fino alla cii- 
, conferenza, e tirate CE. 
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lì triangolo BAD è simile al triangolo EAC; 
poiché, per supposizione, l'angolo BAD= 
EAC; di più l'angolo B=E, avendo ambe- 
due per misura la inetà dell' arco AC : dun- 
que questi triangoli sono simili , e i Iati omo- 
loghi danno la proporzione BA ; AE ; Ali'. 
AC. Quindi resulta : BAxAC=AEXAD ; 
ma AE=AD-t-DE, e moltiplicando da ambe 

le parti per AD , si ha AEX AD=TD^-ADX 
DE; d'altronde ADxDE^BDxDC* ; duu- * P . l8 . 
qtie finalmente 

BAxAC=ÀD-tBDxDC- 

TROPOSIZIONE XXXII. 

TEOREMA 

In un triangolo ABC.if rettangolo dei due f.i3*. 
lati AB, AC è uguale al rettangolo- compreso 
dal diametro CE del circolo circoscritto , e 
dMa perpendicolare AD abbassata sul ter^o 
iato BC. 

Poiché , tirando AE,itmngoli ABD ,AEC 
eono rettangoli, l'unoinD, l'altro in A; di 
piò l'angolo B=E; dunque quei-ti triangoli 
tono simili; e danno la proporzione AB; 
CE ; ; AD ; AC ; donde resulta ABxAC= , 
CEXAD . 

Corollario. Se si moltiplicano queste quan- 
tità uguali per la medesima quantità BC, ai 
avrà ABxACxBC=CExADxBC. Ora ADx 
BC è il doppio della superficie del triango- 
lo'* ; dunque il prodotto dei tre iati J' un trian- * ti. 6. 
gola ì uguale alla sua superfìcie moltiplicata 
per il doppio del dUmtirt del CÌrcQl* eirco- 
écritto . 
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Il prodotto di tre linee si chiama tala* 
ra Un solido, per una ragione che si vedrà 
in seguito. Il suo valore si concepisce facil- 
mente, imaginando che le linee siano ridotte 
in numeri, e moltiplicando i numeri di cui 
si tratta. 

Scolia. Si può dimostrar pure che la super- 
fide d' uh triangolo è uguale al suo perimetro 
moltiplicato per la metà del raggio del circolo 
inscritto . , 

*-*7- Poiché, i triangoli AOB, EOC, AOC che 
hanno la loro sommità comune in O, hanno 
per altezza comune il raggili del circolo in- 
scritto; dunque la somma di questi triangoli 
sarà uguale alla somma delle basi AB , BC y 
AC moltiplicata per la metà del raggio OD; 
dunque il triangolo ABC è uguale al suo pe- 

' riinetro moltiplicato per la metà del raggio 
del circolo inscritto. 

PROPOSIZIONE XXXIII. 

TEOREMA 
F. i3£. fu ogni quadrilatero inscritto ABCD , il ret- 
tangolo delle due diagouili AC, BD a ugual* 
alla somma dei rettangoli dei lati opposti, tal- 
mente che si ha 

ACXBD=ABXCD ^ABxBC. 
Prendete l'arco CO=AD , e tirate BO 
clic incontra la diaconale AC in I. 

V angolo ABD— CBI , poiché 1' uno ha per 
misura la metà di AD, e l'altro la «età di 
CO uguale ad AD. 1/ angolo ADB=BCI , 
perché -ono inscritti nel mede-imo se^uiento 
AOIÌ; dunque il triangolo ABD è simile al 
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'triangolo IBC , 0 si ha la proporzione AD * 
Ci: : BD : BC; donde resulta ADxBC— 
CIXBD. Dico adesso che il triangolo ABI 
è simile al triangolo 'BDG; perchè essendo 
l'arco 'AD uguale a CO, se si aggiunge da 
ambe' la parti OD, si avrà l'arco AO=DC; 
dunque l'angolo ABI— DBG; di più l'ango- 
lo BAI=sBDC essendo inscritti ne] ntrdesi- 
mo segmento, dunque i triangoli ABI , DBG 
sono simili , e ì lati omologhi danno la pro- 
porzione AB ; BD ; I AI ; CD , donde resul- 
ta ABxGD==AlXBD". 

Aggiungendo ì due resultati trovaci > e os- 
servando che AIxBD-+CIxBD~ (Al-t-GD 
BD=ACXBD,si aviàADXBC-t-ABxCD— 
ACxBD . 

.Scolio. Si può dimostrare nella stessa ma- 
niera un altro teorema sul quadrilatero inscrit- 
to. Il triangolo ABD simile a BIG dà pure, 
la proporzione ED ; BG ; ', AB ; BI, donde 
resulta BlXBD=BCX AB . Se si tira CO, il 
triangolo ICO simili ad ABI sarà simile à 
BDG, e darà la proporzione BD : CO; ;DC; 
Oli donde resulta OIXBD=COXDC ; o a 
cagione di CO^AD , OIxBD=ADxDC ; 
aggiungendo i due resultati , e osservando che 
BÌxBD-t-OlXBD si riduce a BOxBD , si 
avrà. i 

BOxBD=ABxBC-i-ADxDC. 

Se si fosse preso BP=;AD , e si fosse ti- 
rato CKP si avrebbe trovato con dei ragio- 
namenti simili 

CPxCA=ABX AD+BCXCD . 

Ha essendo l' arco BP uguale a CO , se si 
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aggiunge nC ad ambedue, si avrà i' arco 
CBP-^BCO; dunque la corda CP è uguale 
alla corda BO, e per conseguenza i rettan- 
goli BOxBD e CPXCA stanno fot loro co- 
me BD sta a CA; dunque 
ED; CA ; : ABxBC-fADXDC : ADxABh- 
BCxCB . 

i Dunque le due diagonali <i* un quadrilatero 
inscrìtto stanno fra loro come ■a somma dei 
rettangoli dei i.ati adiacenti alle loro estremità. 

Questi due teon ini possono servire per tro- 
vare le diaconali quando si conoscono i lati . 

PHOFOSIZIONE XXXIV. ?~> 

TLOBtMA 

. F.iK. Su V un punto dato dentro il circolo' sul rag- 
gio AC ,e sia preso un punto Q al dif ori sul 
prol ngamew deAos:esso raggio, talmenteche 
si abbia CP ; CA ; ; CA ; CQ ; se da un pun- 
to qualunque M della cir.-orferenza si conduco- 
no ai due pniti P e Q le rette MP, MQ, di- 
ca che qi.este re, te staranno per tutto noi me- 
desimo rapporto , e che si avrà MP ; MQ ; ; 

ap:.aq. 

Poiché si ha per supposizione CP ; CA ; ; 
GA;eQi mettendo CM in vece di CA , si 
avrà CP ; CM ; ; CM ; CQ ; dunque i triango- 
li CPM, CQM hanno un angolo tignale C 
i *r.=o. compreso fra lati proporzionali * ; dunque so- 
*" BI " no simili ; dunque il terzo lato MP sta a! tor- 
zo MQ come CP st ; -i a CM a CA. Ma la'pro- 
porzioire CP * CA * ' CA ', CQ dì: , dh-ide-do, 

cp; ca :;ca~-cp: cq~ca,oCp:ca;; 
ap ; aq , dunque mp : mq ; ; ap ;aq . 
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PROBLEMI ANNESSI AL LIBRO TESSO. 
PROBLEMA I. 

Dividere una linea retta data in. quarte {.•ar- 
ti uguali si vuole, o in pani proporzionali a 
delie linee date. 

1. ° Sia proposto di dividere la linea AB ** v 
in cinque parti uguali ; per l'estremità An 
condurrà l'indefinita AG, e prendendo AG 
d'una grandezza qualunque, si porterà AG 
cinque volte sopra AG- Si unirà 1 ultimopun- 

to di divisione G e l'estremità B colla linea 
GB, poi si condurrà CI parallela a GB; di- 
co 'che AI sarà la quinta parte della linea 
AB, e che portando AI cinque volte sopra 
AB, la linea AB sarà divi*a in cinque par- 
ti uguali. , 
Poiché, siccome CI è parallela a GB, i 
lati AG, AB sono tagliati proporzionai ima- 
mente in C ed I. Ma AC è la quinta parte 
di AG; dunque AI è la quinta patte drAB. 

2. ° Sia propostaci dividere la linea ABin p.iM. 
parti proporzionali alle linoe dateP,Q,R. 
Dall' estremiti! A ai tirerà l'indefinita AG, 

si prenderà AC=P, CD^=Q,DE=R , si uni- 
ranno l'estremità E e B , e per i punti C e 
D si condurranno CI, DK parallele ad LB ; 
dico che la linea AB sarà divisa in parti AI 
IK V KB proporzionali alle linee dateP, Q , R- 
Poichè, a motivo delle parallele CI, DK,. 
EB, le parti AI, IK, KB sono proporziona- 
li alle parti AC, CD, DE*; e per costru- * *■»*■ 
zione queste tono uguali alle lince date P , 

g,B. 
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PROBLEMA II. 

Trovare una quarta proporzionale a tre linee- 
dai* A, II, C. 
Fig.i%. Tirate le due linee indefinite DE , DF 
sotto un anjolo qualunque. Sopra DE pren- 
dete DA=A e I)B=B., sopra DF prende- 
te DG uguale alla terza lìnea, data C, tira- 
te AC, e per il punto B conducete BX pa- 
rallela ad AC; dicotile DX sarà la quarta 
proporzionale creata. Poiché, siccome BX è 
parallela ad AC,- sì ha ,la proporzione DA ; 
DB ; ; DC ; DX; ora i tre primi termini di 
questa proporzione sono uguali alle tre linee 
date; dunque DX è la quarta proporzionale 
richiesta . 

Corollario. Si troverà similmente una terza 
proporzionalo alle due linee date A, B, poi- 
ché essa sarà la stessa die la quarta propor- 
zionale alle tre linee A, B, B. 

PROBLEMA III.. 
Trovare una inedia proporzionale fra due li- 
nee date A e B . 
Vig.ifa- Sopra una linea indefinita DF , prendete 
.DE—A, ed EF—B; sopra la linea totale 
DF come diametro descrivete la mezza-cir- 
conferanza DGF; al punto E alzate sul dia- 
metro la perpendicolare EG, che incontri la 
circonferenza in G; dico che EG sarà la me- 
dia proporzionale richiesta. 

Poiché, la perpendicolare GE abbassata da 
un punto della circonferenza sul diametro è 
media pruporzìonale fra i due segmenti del 
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diametro DE, EF * : or questi segmenti so-, 
no uguali alle linee date A e B. 

PROBLEMA IV. 

Dividere la lìnea data AB in due parti, in 
maniera die la maggiore sia media proporzio- F- 
nale tra la linea intiera e V altra parie . 
- AH' estremità B della linea AB alzate la 
perpendicolare BG uguale alla metà di AB; 
dal punto C come centro , e 'col raggio CB 
descrivete una circonferenza ; tirate AC che 
taglierà la circonferenza in D , e prendete 
AF=AD; dico che la linea AB sarà divisa 
nel punto F nella maniera richiesta , cioè in 
guisa tuie che starà AB ; ÀPI '. AF ; FB. 

Poiché, essendo AB perpendicolare all'e- 
stremità del raggio CB , essa è una tangen- 
te, e se fi prolunga AC finché incontri di 
nuov,o la circonferenza in E, si avrà* AE; 
AB ; ; AB : AD ; dunque , dividendo AE- AB ; 
AB ; ; AB- AD ; AD. Ma poiché il raggio 
BC è la meta di AB, il diametro DE è ugua- 
le ad AB, e per conseguenza AE — AD— AD 
=»AI'; si ha pure a motivo di AF— AD , 
AB— AD— FB ; dunque AF ; AB ; ; FB ; AD 
o AF ; dunque , invertendo , AB ; AF ; I AF ; 
FB. 

Scolio. Questo modo di divisione della li- 
nea AB si chiama divisione in estrema e me- 
dia ragione. Se ne vedranno degli usi- Si può 
osservare che la segante AE è divisa in e.sfre- 
ma e media ragione nel punto A ; poiché AE ; 
DE ; : DE ; AD.. 
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PROBLEMA V. 

Ptr un punto A data dentro V angolo data 
ECD tirare la linea BD , in maniera che le 
parti AB, AD comprese tra il punto A e i 
due lati dell' angolo , siano uguali. 

Per il punto A conducete AE parallela a. 
CD , prendete BE=CE , e per i punti B ed 
A tirate BAD die sarà la linea cercata. 

Poiché essendo AE parallela a CD, si hi 
BE ; EC ; ; BA ; AD. Ora EE=EC , dun- 
que BA=AD. 

PROBLEMA VI. 

F. 143. f lire un quadra! o equivalente a un parallelo- 
grammo o a un triangolo d*io. 

i. J Sia ABC D il parallelogrammo dato, AB 
la sua base, DE la *ua altezza. Fra AB e 
DE cercate una media proporzionale XY; di- 
co che il quadrato fatto sopra XY sarìteqni- 
valenie al parallelogrammo ABCD . Poiché, 
per costruzione , AB .* XY ; ; XY ; DE ; dun- 
que XyLaBXDE. Ora ABxDEè la misu- 
ra del parallelogrammo, e XY quella del qua- 
drato; dunque sono equivalenti. 

*-'41- sJ Sia ABC il triangolo dato, BC la sua 
base, AD la sua altezza. Prendete una me- 
dia proporzionale fra BC c la mota di AD, 
e sia XY questa media: dico die il quadra- 
drato fatto sopra XY sarà equivalente al trian- 
golo ABC. 

Poiché, siccome si ha BC : XY ; : XY ; £ 
_a 

AD, ne multa XY=BCXìAD; dunque il 
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quadrato fatto sopra XY è equivalente al trian- 
golo ABC. 

PROBLEMA VII. . 

Fare sulla, lima data AD un rettangolo p ^ 
AD EX equivalente al rettangolo dato ABFG . 

Corcate una quarta proporzionale alle tre 
linee AD, AB, AC, e sia AX questa quar- 
ta proporzionale; dico che il rettangolo fat- 
to sopra AD e AX sarà equivalente al ret- 
tangolo ABFC. 
. Poiché, siccome si ha AD ; AB ■ ; AC ; 
AX, ne risulta ADXAX=AXXAC ; dunque 
il rettangolo ADEX è equivalente al rettan- 
golo ABFC. 

PROBLEMA Vili. 

Trovare in linee il rapporto de! rettangolo del- F. MS- 
le due linee date A e B al rettangolo delle due 
linee date G e D . 

Sia X una quarta proporzionale alle tre li- 
nee B, C, D; dico che il rapporto delle due 
linee A e X sarà uguale a quello de' due ret- 
tangoli AXB, CXD. 

Poiché , siccome si ha B ; C \ \ D ; X , ne 
risulta CxD=BxX; dunque AxBlCxD;; 

axb; bxx: : a; x. 

Corollario. Dunque, per avere il rapporto 
dei quadrati fatti sopra le linee date A e C, 
cercate una terza proporzionale X alle linee 
A e C, talmente che si ahbia A ; C ; ; C ; 
X, e voi avrete A* ; C* ; ; A I X. 
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PR OBLEMA IX. 

figM 1 )- Trovare in Unte ii rapporto de' prodotto det- 
te tre linee date 1 , B , G , al prodotto de.ie 
tre linee date P, Q , R. 
'< Aiii: tre lìn.e dati- P, A, B, cercate una 
quarta proporzionale X; alle tri: linee date 
C, Q,K cercate una quarta proporzionale Y. 
Le due linee X, Y staranno fra loro come i 
prodotti ÀXBXC. PxQxR." 

Poiché , Mccumc P ; A ; ; B : X , si ha AxB^t 
PxX; e moltiplicando da ambe le parti per 

/ C, AXBxG— CxPxX- Parimente , siccome 
C I Q ; I K ; V , ne resulta QxR =GxY ; e 
moltiplicando da ambe le parti per P, si ha 
PaQxR.=PxCXY ; dunque il prodotto A* 
£xC sta al prodotto PxQxR come CX^XX 
htk a PxGXY,o come X sta a Y. 

PR'OBLEMA X. 
yig.148. cangiare un poligono ilio in un triangolo 
equivalente . 

SiaABCDE il poligono dato. Tirate pri- 
mieramente la diagonale CE che recide il 
triangolo CDE ; per il punto D conducete 
DP parallela a CE finché incontri &E pro- 
lungato, tirate CF . e il poligono ABGDE 
sarà equivalente al poligono ABCF che ha 
un lato di meno. 

Poiché, i triangoli CDE, CFE hanno la 
fcase comune CE; essi hanno pure la mede- 
sima altezza, poiché le loro sommità D, F 
tono sopra orca lin-aDF parallela allabasei 
dunque questi triangoli sono equivalenti. Ag- 
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giungiamo ad ambedue In figura ABCE , sì 
s.vi:i da una parte il poligono ABC DE , e 
dall' altra il poligono ABC F che sarannoequì- 
valeuti. 

-Si può parimente rendere l' angolo B so- 
stituendo al triangolo ABC il inangolocqutT. 
valente AGC, e così il pentagono ABCDE 
sarà cangiato in un triangolo equivalente GCF. 

Lo stesso metodo si applicherà ad ogni al- 
tra figura ; poiché , diminuendo ad uno per 
volta il numero dei lati, si terminerà col tro- 
vare il triangolo equivalente. 

Cord ano. E poiché ogni triangolo può es- 
ser cangiato in un quadrato equivalente , ne 
segue ohcsi traverà sempre un quadrati» equi- 
valente a una figura rettilinea data . Ciò si 
chiama q ladrare la figura rettilinea, o trovar- 
ne la quadratura . 

Il problema della quadratura del circolo 
donaste a trovare un quadrato equivalente a 
un circolo di cui è dato il diametro. 

PROBLEMA XI. 

Fare un quadrata che si i ugva'e aìla som*, 
ma, o alia dijèrenza dì due quadrati dati. 

Siano A e B ì lati elei quadrati dati. f. 

t. St; bisogna trovare un quadrato- uguale 
alla somma di qm-sti quadrati, tirate le due 
linee indefinite ED, EF ad angolo retto, 
prendete ED.=A , ed EG—B , tirate DG , 
e DG sarà il lato del quadrato, cercato . 

Poiché , essendo il triangolo DEG rettan- 
golo, il quadrato fatto sopra DG <■ ugual" «Hi 
somma dei quadrati fatti aopra ED a £G . 
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G.° Se bisogna trovare un quadrato uguale 
alla differenza di questi quadrati , forniate pa- 
rimente 1' angolo retto FEH , prendete GE 
uguale al minore dei lati A e B; dal punto 
G come centro e con un raggio GH ugnale 
aB' altro lato, descrivete uu arco clic tagli EH 
in H ; dico che il quadrato fatto sopra EH 
sarà uguale alla differenza dei quadrati fatti 
sopra le linee A e B . 

Poiché , il triangolo GEH è rettangolo , 
l' ipotenusa GH=A, e il lato GE=B; dun- 
que il quadrato fatto sopra EH , ec. 

Scolio. Si può trovare ancora un quadrato 
uguale alia somma di quanti quadrati si 
vorrà ; poiché siccome se ne riducono due a 
ini solo, se ne ridurranno tre a due, e que- 
sti due ad uno, e così degli altri. 

PROBLEMA XII. 

'■ lSo - Costruire un quadrato che slia al quadrato 
dato ABCD , conte la linea M stà alla li- 
nea. N. 

Sopra la linea indefinita EG prendete EP 
=M,eFG=N; sopra EG come diametro de- 
scrivete una mezza circonferenza, è al pun- 
to F alzate sul diametro la perpendicolare 
FH. Dal punto H conducete le corde HG , 
HE cho prolungherete indefinitamente; sulla 
prima prendete HK ugnale al lato AB del 
quadrato dato , e per il punto K conducete 
KI parallela ad EG; dico che HI sarà il lato 
del quadrato richiesto . 

Poiché, a motivo delle parallele KI,GE, 

sì ha HI ; HK ; : HE ; HG , o Ini HK ; 
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HE*;HG*ma nel triangolo rettangolo EHG*, 
il quadrato di HE stà a) quadrato di HG co- 
me il segmento EF sta ai segmento FG, o 
come M stà ad N ; dunque HI ; HK ; \ M ; N . 
Ma HK=AB; dunque il quadrato retto sf>* 
pra HI .sta al quadrato fatto Sopra AB come M 
stà a N, 

PROBLEMA XIII. 

Sul lato FG omologo ad AB, descrìvere an F-»9-" 
poligono simile al poligono ABCDE. 

Nel poligono dato tirate le diagonali AG , 
AD. Al punto P fate l'angolo GFH=BAC , ' - 
e al punto G l'angolo FGH=AEC ; le linee 
PH.GH si lagneranno in H, e FGH sarà un 
triangolo simile ad ABC : parimente , sopra. 
FH omologo ad AC descrivete il triangolo 
FIH simile ad ADG,e sopra FI omologo ad 
AD descrivete il triangolo FTK simile ad ADE . 
Il poligono FGHlK. sarà il poligono richiesto, 
simile ad ABCDE. 

Poiché, questi due poligoni sono composti 
d'un medesimo 'numero di Wiaugoli simili e 
similmente posti"'. I *P.»e. 

PROBLEMA XIV, 

Essendo date due figure simili, costruire una 
figura simile uguale alla loro somma o allalo- 
ro differenza . 1 

Siano AeB due lati omologhi delift figu- 
re date; cercate un quadrato uguale altasom- 
ma o alla differenza ilei quadrati fatti sopra 
AeB; sia X il lato di questo quadrato, X 
sarà nella figura cercata il lato omologo ad 
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A e B nelle figure date . Si costruirà in se- 
guito questa figura per il teorema precedente. 

Poiché, le figure simili stanno cornei qua- 
drati dei lati omologhi ; ora il quadrato del lato 
Xè ugualeallasommaoalla d i fiere u za dei qua- 
driti fatti sui lati omologhi A e lì; dunque 
la figura Citta sul lato X è uguale alla som- 
ma o al'a differenza delle ligure simili fatte 
sui lati A e B . 

PROBLEMA XV. 

Costruire una figura simile a una figura da- 
ta, e che stia a questa figura nel rapporto da- 
to di M ad N . 

Sia A un lato della figura data, X il lato 
omologo nella figura cercata , bisognerà che 
il quadrato dì X stia al quadrato d'A come 
M sta a N. Sì troverà dunque X per il pro- 
blema 12, conoscendo X, si compirà il resto 
per il problema 13. . 

PROBLEMA XVI. 

Fif.iSi. Costruire t na figura simile alla figura P ed 
e.] (valente alla lìjur.i Q. 

Cercate il lato M del quadrato equivalen- 
te alla figura V, e il lato N de] quadrato equi- 
. valine alla figura Q. Sia quindi X usa quar- 
ta proporziona' e alla tre linee date M, N", 
AB; sul lato X omologo ad AB descrivete 
una figura simile alia figura P; dico che sa- 
rà ancora equivalente alla figura Q . 

Foicbè, chiamando Y la figura latta sulla- 
11 " a 

to X, si avrà ,P ; Y J-J AB X ; ma per co- 
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«razione ab:x::m;N,o ab.;x;:m; 

a • a a 

N;dunquel';y."M;Ni ma si ha pure per 

costruzione M=P,eN— Q; dunque V\ 
V ; Q ; dunque Y=Q; dunque la figura Y è 
simile alla figura P ed equivalente alla figura Q. 
Problèma Scvii. 

Costruire un rettangolo equivalènte a un aua- ^_ t ^. w 
irato dato C , e i di cui lati adiacenti faccia 1 - 
no una somma data AB . 

Sopra AB come diametro descrivete uni 
mezza-circonferenza ; conducete parallelamen- 
te al diametro la linea DE ad una distanza 
AD uguale al lato del quadrato datò C. 

Dal punto E, ove la parallela taglia la cir- 
conferenza , abbassate sul diametro la per- 
pendicolare EF; dico che AF > e FB saran- 
no i lati del rettangolo cercato ; 

Poiché, la .loro somma è uguale ad AB , 
e il loro rettangolo AFxFB è uguale al qua- 
dralo di EF * oal quadrato di AD; dunque * p.^ 
questo rettangolo è equivalente al quadrato 
fiato. C. 

Scòlio. Bisogna, affinchè il problema sia 
possibile, che la distanza AD non superi il 
(aggio, o che il lato del quadrato G non sii» 
feri la meta della linea AB. 

PRbiitEMA Xvtn. 

Costruire un rettangolo tyufaatint» aiMq;à- 1\,SS, 
drjto C ; è i dì <yi lati adiacenti abbiano fra 
loro là dijìkrenza data AB . 

Sulla linea data AB, come diametro, de- 
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scrivete una circonferenza: all'estremità del 
diametro conducete la perpendicolare o tan-" 
gente AD uguale al lato del quadrato C.Per 
il punto Dei! centro O tirate la segante 
D E; dico che UE e DF saranno i iati adia- 
centi del rettangolo richiesto- 

Poiché, i." la differenza di questi lati è agua- 
le al diametro EF o AE; 2." il rettangolo' 
*f.3i. MXDP è uguale ad AB *; dunque il ret- 
tangolo sarà equivalente al quadrato dato C. 

■ PROBLEMA XIX. 

F. 1B4. Trovare la misura comune, se-ve nè alcuna, 
tra la diagonale e il lato del quadrato . 

Sia ABCG un quadrato qualunque, AC la, 
sua diagonale . 

Bisogna primieramente portare CB sopra 
CA quante volte può esservi contenuto , e 
perciò .^la descritto col centro C e col raggio 
CB il mezzo-circolo DBE; si vede che CB 
e contenuto una volta in AC col reno AD; 
il .resultato della prima operazione e dunque 
il quoziente 1 coireste AD, che bisogna pa- 
ragonare con CB, 0 il suo uguale AB. 
. Si può prendere AF= AD , e portare real- 
mente AF sopra AB, si troverebbe che ri è 
contenuto due volte con un resto; ma sicco- 
me que.-to lesto e i seguenti vanno diminuen- 
do, e ben presto ci sfuggirebbero per la lo- 
ro. piccolezza , questo non sarebbe che un mez- 
zo meccanici! imperfetto donde non si potreb- 
be coni i.iudere niente per decidere se le linee 
AC, CB hanno fra loroo**v >'-* -ao una. mi- 
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sura comune; or v' è un mezzo semplicissimo 
dì scansare le linee decrescenti, e di opera- 
rare soltanto sopra linee che restino sempre 
della medesima grandezza. 

In fatti , essendo 1' angolo ABC retto , AB 
è una tangente ed AE una segante condotta 
dal medesimo putito ; talmenteche si haAD* 
AB l '. AB AE . Onde nella seconda operazio- 
ne, che condiste a paragonare AD con AE, 
si può, in vece del rapporto di AD ad AB 
sostituire quello di AB ad AE; ora AB o la 
sua uguale CD è contenuta due volte in AE 
col resto AD, dunque il resultato della, se- 
conda opeiazioue è il quoziente a col resto 
AD che bisogna paragonare ad AB. 

La terza operazione, che consìste a para- 
gonare AD con AB, si ridurrà parimente a 
paragonare AB con AE, e si avrà del pari a 
per quoziente , e AD per resto. 

Di qui resulta che 1' operazione non avrà 
fine, e che. perciò non Vè alcuna misura co- 
mune fra la diagonale e il lato del quadrato; 
verità che eragia cognita per mezzo dell'ari- 
tmetica (giacché qne.'tc dne linee stamio fra 
loro ;;Va| i ), ma che acquista un maggior 
.grado dì chiarezza colla risoluzione geome- 
trica . . ■ 

Scolio. Non è dunque possibile dì trovare 
il rapporto esatto in numeri della diagonale al 
latodel quadrato; ma fi può accns larvisi quan- 
to si vorrà col mezzo della fiazipn continua 
che èuguale a questo rapporto. La prima opt> 
.raiiotie Ita dato per quoziente i ; k seconda 
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e tutte le altre all' infinito danno 3; onde la fra- 
zione di cui si tratta e i t 

, ec. ali 

infinito . 

Per esempio.se sì calcola questa frazione fi. 
no al quarto termine induriva mente , si trova 
che il valore è i 0 talmente che 
il rapporto approssimato della diagonali- al la- 
to del quadrato è ; .* 41 ; 29. Si troverebbe 
un rapporto più prossimo calcolando un mag- 
gior numero di termini . 
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I" POLIGONI REGOLARI E LA 
MISURA DEL CIIICOLO. 



CEFINIZiONÉ 

IT 

V n poligono che è nel tempo stesso e<fu!afl* 
golo ed equilàtero si chiama poligono regalare. 

Il triangolò equilatero è il poligono 1 rego- 
lare di tre lati, e il quadrato qaeilodi quattri 
PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA 
Due pOtigióhi régo'àd d' un medesimo ninne- 
rò di iati sono due figure simili. 
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Siano per esempli) i due esagoni regolari 
AlìGDEF , abedef; la somma degli -angoli è 
la stessa nell'una e nell' altra figura; essa è 
uguale ad otto angoli retti *.' L'angolo Ji. è * ^ J9- 
!a sesta parte di questasomma ugualmente clié 
1* angolo a ; dunque i due angoli A e a so- 
no uguali ; è lo stesso per conseguenza degli 
angoli B e Z>, Ce f, ce. 

Dì più, poiché per la natura di questi po- 
ligoni i lati AB, BG, CD , ec. sono uguali, 
come pure ab, bc , ed, ec., è chiaro che si 
hanno \f proporzioni AB ab '. ', BC * bc ', ', 
CD 1 ci, ec.; dunque le due figure di cui si 
tratta hanno gli angoli uguali e i Iati omolo- 
ghi proporzionali ; dunque sono simili *. *n e f.i. 

Corollario. Dunque ì perimetri dì due po- in. 
ligoni regolari ó' un medesimo numero dì lati 
stanno fra loro come i iati omologhi , e le lo- 
ro superfici come ì quadrati di questi lati *,*P.a». 

Scoìio. L'angolo d'un poligono regolare si 1 "" 1 ' 
determina per mezzo del numero dei suoi la- 
ti come quello d' un poligono equiangolo . 
Vedete U prop. 29. lib. I. 

PROFOSIZIONE li. 
Teorema 
Ogni polìgono regolare p..ò essere inscritto e 
eir. -ascritto al circolo . 

Sìa ABCDE, ec. il poligono di cui sitrat- f. i5fi. 
tà ; iinaguiate che si faccia passare una circon- 
ferenza per i tre pumi A, B, G; sìa O il 
suo centro, e OP la perpendicolare abbassa- 
ta sili mezzo dr] lati) BG; tirate AO e OD. 
. Il quadrilatero GPCD e il quadrilatero 
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OPBA possono esaere sopraposti : in fatti, il 
lato OP è comune , V angolo OPC— OPB , 
poiché sono ietti ; dunque il iato PC si ap- 
plicherà sul suo uguale PB, e il punto ti 
cadrà in B . Di più, per la natura dei poli- 
gono , 1" angolo PCD=PBA ; donane CD 
prenderà la direzione BA, e poiché CD— AB, 
il punto D cadrà in A, ei due quadrilateri 
coincideranno intiera in ente 1 uno coli' altro. La 
distanza OD è dunque uguale ad AO, e per 
conseguenza !a circonferenza die passa per i 
tre punti A, B, C, passerà anche per il pun- 
to D ; ma, con un ragionamento simile,, si pro- 
verà che la circonferenza ohe passa peri tre 
punti B, G. D passa per il punto seguente 
E, e così di seguito: dunque la medesima cir- 
conferenza che passa per i punti A , B , C pas- 
sa per tutti gli angoli del poligono, e il poli- 
gono è inscritto in questa circonferenza-. 

In secondo luogo , per rapporto a questa 
circonferenza , tutti i lati AB , BC , CD ec. 
sono corde uguali : esse sono dunque ngual- 
«p. v. mente distanti dal centro *; dunque se dal 
Lib.n. p U[1 to O come centro e col raggio OP si de- 
scrive una circonferenza, questa circonferen- 
za toccherà il lato BC e tatti gli altri lati 
del poligono nel loro mezzo , e la circonfe- 
renza sarà inscritta nel poligono, o il poli- 
gono circoscritto alia circonferenza, 
* Scolio/. Il puuto O centro comune del circolo 

inscrìUp'edelcircolocircoscntto, pnò esser ri- 
guardato pure come il centro del poligono, e- 
per questa ragione si chiama angolo al centro 
Y augolo AOB formato dìi due raggi condotti al- 
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e estremiti d'un medesimo lato AB. Poiché 
tutte le corde AB , EC, ec. sono uguali , è chia- 
ro die tutti gli angoli al centro sono uguali , e 
che perciò il valore di ciascuno si trova divi- 
dendo quattro angoli retti per il numero dei 
lati del poligono . 

Scollo IL Per inscrivere un poligpno rego- 
lare d'un certo numero di lati in una circon- 
ferenza data, si tratta soltanto di dividere la 
circonferenza in tante parti ugnali quanti la- 
ti deve avere il poligono , poiché , essendo ugua- 
li gli archi, le corde AB, BG, CD, ec. sa- F.iSB. 
ranno uguali-, i triangoli ABO, BOC, COD, ec. 
sai-anno pure uguali, perchè sono equilateri 
fra loro; dunque tutti gli angoli AEG , BCD, 
CDE, ec. saranno uguali; dunque la figura 
ABGDE ec. è un poligono regolare . 
PROPOSIZIONE III. 

PROBLEMA 

Inscrivere un quadrato in una circonfiretf r ' tS ^ 
za data. 

Tirate due diametri AC, BD che si tagli- 
no ad angoli retti ; unite le estremità A, B , 
G, D, e la figura AEGD sarà il quadrato in- 
scritto; poiché, essendo uguali gliangoli AOB, 
BOC , ec. , le corde AB , BG , ec. sono uguali. 

Scotio . Essendo il 'triangolo BOC rettango- 
lo e isoscele , si ha * BC ; BO ; ; va ; 1 ; * L *{{{ t 
dunque il laio del quadrato incrino sta al rag- 
gio come la radia quadrata di 2 sta all' unità. 
PROPOSIZIONE IV. 

. PROBLEMA 

Inscrivere un esagono regolare e un triango- 
lo equilatero in una circonferenza data. " 
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Supponiamo risoluto it problema, e sìa AB 
un lato dell'esagono inscritto; se ni conduco- 
no! raggi AO, OB.diro che il triangolo AuB 
sarà equilateri», perchè l'angolo AOB e la 
sesta parte di quattro angoli retti; così AOB 
=^=3: 1 due altri angoli ABO, BAO del 
medesimo triangolo vagliono insieme a — £ o 
e siccome sono uguali , ciascuno di essi =| ; 
dunque il iato dell'esagono inscritto è ugua- 
le al raggio. 

Quindi resulta, ohe s'inscriverà un esago- 
no regolare in una circonferenza data portan- 
do il raggio sei volte sulla circonferenza col 
che si ritornerà sul punto stesso donde si sa- 
rà cominciato. 

Essendo inscritto l'esagono ABCDEF se si 
uniscono gli angoli al tematicamente con linee 
si f >rmera il triangolo equilatero ACE . 

Scolio. Laiìgura ABCOc uu parallelogram- 
mi), ed anche un rombo, poiciiè AB =BC=. 
.14 CU— AO; dunque * la somma dei quadrati 
delle diagonali AC-t-BO è uguale alla somma 

dei quadrati dei lati , la quale è 4 AB , o 4BO : 

_ 3 — a 

tagliando da ambe le parti BO, resterà Ali — 

3BO; dunque AC; BO 1 1 3 '. i , o AG;HO:: 
V3; 1; dunque it lato de' triangolo equilate- 
ro inscritto sta al raggio come la radice di 3 
sta all'unità . 



PROBLEMA 

5 9 . Inscrivere in un circolo dato un decagono rego- 
lare , auiriiii un pentagono , e un pentedecagono. 



PROPOSIZIONE V. 
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T)ividete il raggio AO in estrema e media 
ragione nel punto M *, prendete la corda AB A. 
uguale al segmento maggiore OM, ed AB^' 1 "' 
sarà il lato del decagono regolare che bì.<o- 
gn;-rà trasportare dicci volte sulla circonfe- 
renza . 

Poiché , tirando MB , si ha per. costruzio- 
ne AO : OM ; ; OM ; AM , o, a morirò di 
ÀB=OM, AO ; AB; ; AB ; AM; dunque i 
triangoli ABO, AMB hanno un angolo co- 
mune A compreso fra lati proporzionali ; dun- 
que sono simili *. Il triangolo OAB è iso-*p. ao . 
Ecéle; dunque il triangolo AMB lo è pure. L - m. 
e « ha AB=BM: d'altronde AB=OM; dun- 
que anche MB— OM; dunque il triangolo 
BMO è isoscele. 

■L* angoloAMB esterno per rapporto al trian- 
golo isoscele BMOè-iteppio dell' interno O*; *P 17- 
ora l'angolo AMB— MAB , dunque il trian- L 
golo OAB è tale che ciascuno degli angoli 
alla base OAB o OBA è doppio dell'angolo 
alla sommità O; dunque i tre angoli del trian- 
golo equivalgono a cinque volte 1' angolo O, 
e quindi -l'angolo O è 'a quii.ta («arte di due 
angoli retti, ola di cima di quattro; dunque 
l'arco AB è la decima parte della circonfe- 
renza, e la corda AB è il lato del decago- 
no regolare . 

Corollario I. Se si uniscono di due in due 
gli angoli dei decagono Tegolaie, si formerà 
il pentagono regolare ACÉGI. 

Corollario SI. Essendo .-empre AB il lato 
del decagono, sia AL il lato Sejl 1 esagono j 
allora i' arco BL sarà per rapporto alia cir- 
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conferenza e~~h > 0 ^ i dunque la cordaBL 
sarà il lato del pented-xagono , o poligono re- 
golare di. 15 lati. Si vede nel tempri, stesso' 
clic l'arco CIj è la terza parte di GB: 

Scolio. Essendo inscritto un poligono rego- 
lare, se sì dividono gli archi sortii dai suoi 
lati in dna parti uguali, e -si tirino le corde 
dei mezzi -are Ili, quest'i formeranno un nuovo- 
poligono regolare d* un doppio numero di la- 
■ ti. Gjsì si v^ile ciie il quadrato può servire a 
inscrivere su ocesiiv.i menti; dei poligoni rego- 
lari dì tt, ió, 3^, ec. lati. D-l pari l'esa- 
gono servirà a inscrivere dei poligoni rego- 
lari di 12, 44., 48, ec. lati; il decagono , 
dei poligoni di 23, 40, 8o , ec. lati; il pen- 
tedecagoiio, dui poligonidi 30,60, T2o,et>: 
iati ; e questi poligoni regolari sono i soli clie 
si possano inscrivere colle semplici operazio- 
ni della geometria elementare . 

proposizione vr. 

PROBLEMA 

Co. Essendo dito il poligono regolare inscritto 
ABCD,ej. circoscrivere un polipo: io simile al- 
la Stessa circonferenza. 

Al msiza T dell'arco AB conducete la 
tangente GH, che sarà parallela ad AB;fa- 
te la stessa cosa in mezzo agli altri arcui BG, 
GD, ec. queste tangenti formeranno colle lo- 
ro inter-ieiioai il poligono regolari; circoscrit- 
to GHIK, ec: simile al poligono inscritto. 

È facile di vedere primieram -nte che i tre 
punti O, B, H sono in linea retta, perchè 
j -triangoli rettangoli, OTH , OHN - hanno 
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1* ipotenusa comune OH, e il lato OT=ON; 
duuque sono uguali; dunque l'angolo TOH 
=HON,e per conseguenza la linea OH pasr 
sa per il punto B mezzo dell'arco TN. Per 
la medesima ragione, il punto I è sul pro- 
lungamento di OC, il punto K sul prolunga- 
mento di OD , ec. Ma , poiché GH è parai- 
lela ad AB, e HI a BG , l'angolo GHI= 
ABC ; parimente HIK=BCD, ec. dunque gli 
angoli del poligono circoscritto sono uguali 
agli angoli del poligono inscritto. Di più, a 
cagione delle medesima parallele, si ha GH* 

ab; ;oh : ob, e hi : bc ; :oh;ob" 

dunque GH ; AB ; ; HI ; BC. Ma AB=BC" 
dunque GH=HI. Por la medesima ragione 
HI=IK, ec. dunque i lati dal poligono cir- 
coscritto sono uguali fra loro ; dunque que- 
sto poligono è regolare e simile al poligono 
inscritto . 

Corollario I. Reciproca me ute , se fosse da- 
to iì poligono circoscritto GH1K, ec. e che 
bisognasse costruire col suo mezzo il poligo- 
no inscritto ABC, ec. si vede chf bastereb- 
be condurre agli angoli G, H, I, ec. del 
poligono dato le linee OG , OH, ec. che in- 
contrerebbero la circonferenza nei punti A , 
B , C, ec; si unirebbero in seguito questi pun- 
ti colle corde AB, BC, ec che formerebbe- 
ro il poligono inscritto. Si potrebbe pure, 
nel medesimo caso , unire semplicemente i 
punti di contatto T, N, P, ec. colie corde 
TN, N P, eo. , il che formerebbe ugualmen- 
te un poligonoinscritto simile al circoscritto. 

Corollario II. Dunque si può circoscrivere 
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a un circolo dato tutti i poligoni regolari che 
vi si sanno inscrivere , e reciprocamente . 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 
La superficie d' un poligono regolare i uguale 
al suo perìmetro moltiplicato per la metà del 
raggio del circolo inscritto. 
Fifr-ific. Sia, peresempio il polìgono regolare GHIK, 
ec. : il triangolo GOH ha per misura GH 
XàOT, il triangolo OHI ha pur misura HI 
xJ;ON : ma OTJ— OT ; dunque i due trian- 
goli hanno per misura (GH-t-Hl) X 3OT. 
Continuando del pari per gli altri triangoli, 
si vedrà che la somma di tutti i triangoli, o 
il poligono intiero ha per misura la somma 
delle basi GH, HI, IK, ec, o il perimetro 
del poligono moltiplicato per | OT metà del 
raggio del circolo inscritto. 

Scolio, Il raggio del circolo inscritto OT 
non è altro che la perpendicolare abbassata. 
dal centro sopra uno dei lati ; si chiama talo- 
ra Vapotema del poligono. 

PROPOSIZIONE VIII. 

TEOREMA 
/ perimetri de" poligoni regolari d'un mede- 
timo numero dilati stanno come i raggi dei 
circoli circoscritti, ed anche come i raggi dei. 
circoli inscritti; le loro superfici stanno come 
i quadrati di questi medesimi raggi. 
T.1S1. già AB nn Iato d'uno de'poligoni di cui 
si tratta, O il suo centro, e per conseguenza 
OA.il raggio del circola circoscritto, e OO 
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perpendicolare sopra AB il raggio del circo» 
lo inscritto; sia parimente ab il lato d' nn al- 
tro poligono simile , o. il suo. centro, oa , c 
od i raggi dei circoli, circoscritto e inscritto: 
i perimetri dei due poligoni stanno, fra loro 
corau i lati AB-, e ab. Ma gli angoli. A. ed a 
sono uguali, essendo ciascuno la .metà dell'an- 
golo del poligono; è lo, stesso d-gli angoli B 
e b: dunque i triangoli, ABO.tioo sono. simi- 
li , come pure i triangoli, rettangoli ADO.. ado-, 
dunque AB ; ab '. '. AQ ao ', ; DO ; do ; dun- 
que i pjrim-tn dei poligoni stanno fra loro 
come i raggi AO ,, ao.de" circoli. circoscritti , e 
parimente come i raggi, DO , do de'circoli. 
inscritti . 

Le superfici di questi medesimi: poligoni 
stanno fra loro come i quadrati dei lati omo* 
log li i A-&T_jiè-; e per conseguenza stanno an- 
cora come i quadrati dei raggi dei circoli cir- 
coscritti AO, iio, o come i quadrati dei rag- 
gi dei circoli inscrìtti OD, od. 

PROPOSIZIONE, IX.. 

L E M'.M'A 

Ogni linea curva o poligona che- circonda da 
un estremici alt altra la linea convessa AMB 
c maggiore delia linea circondata AMB . 

Abbiamo già di-tto. che per linea convessa F.ifa. 
intendiamo una linea curva, o poligona , o 
in, parte curva e in parte poligona, tale che 
una linea rutta non possa, tagliarla in più di. 
due punti. Se la linea AMB avesse delle pat- 
ti rientranti, o delle sinuosità, cesserebbe 
d* esser convessa, perchè è facile il vedere 
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che una linea retta potrebbe tagliarla in più 
di due punti. Gli archi di circolo sono essen- 
zialmente convessi, ed anche uniformemente 
convessi; ma la proposizione di cui si tratta 
adesso si estende ad una linea qualunque che 
soddisfaccia alla condizione predetta. 

Posto ciò, se la linea AMB non è minore 
di tutte quelle che la circondano , esisterà 
fra queste una linea più corta di tutte le al- 
tre la quale sarà minore di AMB o al più 
uguale ad AMB. Sia AGDEB questa linea 
circondante ; fra le due linee conducete ove 
vorrete la retta PQ che non incontri la li- 
nea AMB, o che la tocchi soltanto:- la retta 
PQ è minore di PCDEQ ; dunque se alla par- 
te PCDEQ si sostituisce la linea retta PQ si 
avràìa linea circondata APQB minore di APD 
QB. Ma per supposizione questa doveva es- 
ser U più corta di tutte ; dunque questa sup- 
posizione non può sussistere , dunque tutte le 
linee circondanti sono più lunghe di AMB. 
\63. Scolio. Si dimostrerà assolutamente nella 
stessa maniera che una linea convessa e rien- 
trante in se stessa AMB è più corta d' ogni linea 
che la circondasse da ogni parte , tanto se la 
linea circondante FHG tocca AMB in uno o 
più punti, quanto se la circonda senza toccarla. 

PROPOSIZIONE X. 

LEMMA. 

Essendo date due circonferenze concentriche, 
si può sempre inscrivere nella maggiore unpo- 
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ligono regolare ì di cui lati non incontrino la . 
minore, e si pub pure circoscrivere ella mino- 
re un poligono regolare i di cui lati non incon- 
trino !a maggiore. Così in ambedue i casi Us- 
ti del poligono descritto saranno racchiusi fra. 
le due circonferenze. 

Siano CA, GB i raggi delle due circoofe- P. i64- 
renze date . Per il punto A conducete la tan- 
gente DE terminata alla circouferenza mag- 
giore in D ed E. Inscrivete nella circonfe- 
renza maggiore uno dei poligoni regolari die- 
si possono inscrivere per ì teoremi preceden- 
ti, dividete quindi gli archi sottesi dai lati in 
due parti ugnali) e conducete le eorde dei 
mezzi-archi : nascerà un poligono regolare d'un 
doppio numero di lati. Continuate la bisezio- 
ne degli archi finché giungiate a un arco mi- 
nore di DBE . Sia MBN quest' arco , il di coi 
mezzo è supposto B ; è chiaro che la corda 
MN sarà più lontana dal centro di DE , e che 
perciò il poligono regolare di cui MN è lato 
non può incontrare k circonferenza dì eoi CA 
è il raggio. 

Poste le medesime cose , tirate CM e CN 
che segano la tangente DE in P, e Q; PQ 
sari il lato d' un poligono circoscritto allacir- 
confcrenza minore simile al poligono inscrit- 
to nella maggiore il di cui lato è MN . Ora 
è chiaro che il poligono circoscritto che ha 
per lato PQ non può arrivare alla circonfe- 
renza maggiore , poiché CP è minore di CM. 

Dunque , colla medesima costruzione , si può 
descrivere un pongano regolare inscritto nel- 
la circonferenza maggiore, e un poligono si- 
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mile circoscrìtto alla minore, i di cui lati sa* 
ranno compresi fra le due circonferenze . 

Scotio . Se si hanno due settori concentri- 
ci FCG, ICH,si potrà similmente inscrive- 
re nel maggiore una porzione di poligono re- 
golare, o circoscrivere al minore una porzione 
di poligono simile, tal mente che i contorni dei 
due poligoni siano compresi fra le due circonfe- 
renze : basterà dividere l' arco FBG successi- 
vamente in 2 , 4, 8 , ió , ec. parti uguali , fin- 
ché si arrivi a una parte minore di DEE. 

Chiamiamo qui porzione dì poligono regola- 
re la figura che risulta da una serie di corde 
oguali inscritte nell'arco FG da un estremità 
all' altra . Questa porzione ha le proprietà prin- 
cipali dei poligoni regolari , ha gli angoli ugua- 
li , è ad un tempo inscrivibile e circoscrivi- 
bile al circolo , per altro ella non farebbe par- 
te di un poligono regolare propriamente det- 
to, se l'arco sotteso da uno dei suoi lati non 
fòsse una parte aliquota delia circonferenza. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA 

le circonferenze de' circoli sono come i raggi, 
e le loro siperfici come i quadrati dei raggi. 
16S Per abbreviare, indichiamo con civc CA 
k circonferenza che ha per raggio CA; dico 
che si avrà circ. CA ; circ. OB * ; CA ; OB . 

Poiché, se questa proporzione non ha luo- 
go, CA starà ad OEcome circ. CA stà a una, 
circonferenza maggiore o minore di «re. OB. 
Supponiamo < he ria minore; e sia, s'è possi- 
bile , CA ; OB ; ; cin. CA ; circ. OD . 
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Inscrivete nella circonferenza di cuiOB è il 
raggio un poligono regolare EFGKLE i di cut 
lati non incontrino la circonferenza di cui OD 
è il raggio ; inscrivete un poligono simile 
MNPSTM nella circonferenza di cui CA è il 
raggio . 

Posto ciò, poiché questi poligoni sono si- 
mili , i loro perìmetri MNPSM , EFGKE 
stannofraloro comeiraggi CA ,OB de* circoli 
circoscritti * , e si avrà MNPSM ; EFGKE ; ; * p. 8. 
CA*OB;ma, per supposizione , GA;OB;; 
cifc. CA ; circ. OD ; dunque MNPSM ; 
EFGKE : ; circ. CA ; circ. OD. Or questa 
proporzione è impossibile, perchè il contor- 
nóMNPSMè minore di eia*. CA*, e alcort-* Pr - 
trario EFGKE è maggiore di circ. OD- dun- 
que è impossibile che GA stia ad OB , come 
circ. GA sta a una circonferenza minore di 
circ. OB, o in termini più generali, è impos- 
sibile che un raggio stia a unraggioconie la 
circonferenza del primo raggio sta a una cir- 
conferenza minore della circonferenza del se- > 
condo raggio. 

Da ciò eonchiudo che non si può- dare nep- 
pure che CA stia ad OB Gome*ei'V. GA a una 
circonferenza maggiore di circ. OB ; poiché , se 
ciò fosse, si avrebbe rovesciando i rapporti, OB 
a CA come una circonferenza maggiori! di circ. 
OB a circ. CA;o, il che è lo stesso, come circ. 
OB ad una circonferenza minoce dì circ. GA; 
dunque un raggio starebbe ad un raggio come 
la circonferenza del primo raggio sta a una cir- 
conferenza minore delia circonferenza del se- 
condo raggio , il che è stato dimostrato impos- 
sibile ; 
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Ma se il quarto termine della proporzione 
CA \ OB * \ circ. CA ; X non può essere nè 
maggiore nè minori; di circ. OB, bisogna che 
sia uguale a circ. OB; dunque le circonferen- 
ze de' circoli stanno fra loro come i raggi. 

Un ragionamento e una costruzione intie- 
ramente simili serviranno a dimostrare che le 
superfici dei circoli stanno come i quadrati 
de' loro raggi. Non entreremo in altri detta- 
gli su questa proposizione che d'altronde è un 
corollario della seguente . 
F.iSt. Corollario. Gli archi simili AB, DE stan- 
no come i raggi AG, DO, e i settori simiii 
ACB , DOE come ì quadrati di questi mede- 
simi raggi. 

Poiché i siccome gli archi sono slmili, l'an- 
golo G è ugnale all'angolo O: ora 1' angolo 
G stà a quattro angoli retti come 1* arco AB 
stàalla circonferenza intiera descritta col rag- 
*p.t7- gio AG *, e l'angolo O sta a quattro augo- 
*" ". li retti come l'arco DE sta alla circonferenza 
. descritta col raggio OD ; dunque gli archi 
AB, DE stanno fra loro come le circonferen- 
ze di cui fanno parte ; queste circonferenze 
stanno come i raggi AG, DO; dunque AB ; 
DE ; : AC ; 130 . 

Per la medesima ragione i settori ACB, 
DOE stanno come i circoli intieri , questi stan- 
no come i quadrati de' raggi i dunque ACB J 



doe ,;; àc": DO*. 



PROPOSIZIONE m 

TEOREMA 
La superficie del circolo ha per misura ilpro- 
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•dotto della sua circonferenza per la metà del , 
raggio . ■ 

Indichiamo con sup. CA la superficie del F -' 6 *'* 
circolo il di coi raggio è CAi dico che sarà. 
sup. CA=èCAX«rc.CA. 

Poiché stjGAX circ. CA non È la misura 
del circolo; il di cui raggio è CA , questa 
quantità sarà la misura d' un circolo maggio- 
re o minore. Supponiamo primieramente che 
sia la misura d'un cìrcolo maggiore, e sia, 
se è possibile , f CAX drc. CA= sup. GB . 

Al circolo il di cui raggioè CA circoscri- 
vete nn poligono regolare DEFG ec, i di 
cui lati non incontrinola circonferenza di cui 
GB è il raggio *; la superficie di questo po 1 *?.«>. 
ligono sarà uguale al suo contorno DE-+EF-+- 
FG-h , ec. , moltiplicato per £AC*= ma il* p - P 
contorno del poligono è maggiore della cif- 
conferenza inscritta poiché la circonda da tut- 
te le parti ; dunque la superficie del poligo- 
no DEFG , ec. è maggioredi £ &GX cìrc.AG 
che è la misura del circolo di cuiCBè il rag- 
gio ; dunque il poligono sarebbe maggiore del 
circolo : ora al contrario è minore poiché vi 
è contenuto ; dunque è ìmpossÌbile'che£CAX 
circ. CA sìa maggiore di sup. CA', o in al- 
tri termini , è impossibile che la circonferen- 
za d'un circolo moltiplicata per la metà del 
suo raggio sia la misura d'un circolo mag- 
giore . 

Dico in secondo luogo che il medesimo 
prodotto non può essete là misura d' un cir- 
colo minore, e per non cambiar figura .sup- 
porrò che si tratti del circolo il di cui rag- 
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gìo è CB; bisogna dunque provare che ^GBXT 
circ. CB non può esser la misura d'un cir- 
colo minore, per esempio, del circolo il di 
cui raggio è GA. In fatti sia, se è possibi- 
le , £CBX eira. CB= sùp. GA . 

Avendo fatto la stessa costruzione di so- 
pra, la superficie del poligono DEFG , ec. 
avrà sempre per misura il suo contorno mol- 
tiplicato per la metà del raggio CA . Il con- 
torno del poligono è minore di circ. CBche 
lo circonda da tutta le parti ; il raggio- CA 
e minore del raggio CB; per questa doppia 
ragione, la superficie del poligono è minore 
di ^CBX circ. CB clie è prr supposizione la 
misura del circolo di cui CA è il raggio ; 
dunque il poligono sarebbe minore dei cir- 
colo inscritto, il che è assurdo; dunque è 
impossibile che la circonferenza d'un circolo 
moltiplicata per la metà del suo raggio sia 
la misura d'un circolo minore. 

Dunque finalmente la circonferenza d" tin 
circolo moltiplicata per la metà del suo- rag- 
gio è la misura del medesimo cìrcolo . 
.168. Corollario I. La superficie d' un settore è 
uguale all' arco di questo settore moltiplica- 
to per la metà del raggio . 

Poiché, il settore ACB stà al circolo intie- 
ro "come l'arco AME stà alla circonferen- 
za intiera ABD, o come AMBx^AG stn ad 
ABDXèAC: ma il circolo intiero == ABDx 
jAC; dunque il settore AGB ha per misu- 
ra AMBx&AC. 

Corollario //.'Chiamiamo p la circonferen- 
za il di cui diametro- è 1* unità ; poiché lo 
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circonferenze stanno come i raggi , o come i 
diametri, si potrà fare questa proporzione ; il 
diametro i sta alla «uà circonferenza p come 
il diametro aGA sta alla circonferenza che 
ha per raggio CA ; talmente che si avrà 1 1 
p ; ; 2CA ; circ. CA ; dunque circ. CA=2pX 
CA . Moltiplicando da ambe le parti per ^CA, 

ai avrà ^CAX circ. CA=pXCA, o sup. CA 

—p. CA; dunque la superficie d' un circolo è 
uguale al quadrato del suo raggio moltiplicato 
per il numero costante p, che rapprese;. ta la 
circonferenza il di cui diametro è 1 , o il rap- 
porto della circonferenza al diametro . 

Parimente la superficie del circolo che ha f. t 6S. 

per raggio OB sarà uguale apXOB;orapX 

C A ; p XGB ; ; CA ; OB -, dunque le superfi- 
ci dei circoli stanno fra loro come i quadrati 
dei loro raggi , il che s' accorda col teorema 
precedente. 

Scolio. Abbiamo già detto che il problema 
della quadratura del circolo consiste a tro- 
vare un quadrato uguale in superficie a ua 
circolo il di cui raggio è cognito ; ma si è 
adesso provato che il circolo è equivalente 
al rettangolo fatto sulla circonferenza e sul- 
la metà del raggio, e questo rettangolo si. 
cangia in un quadrato prendftado una media 
proporzionale fra le due sue dimensioni ; on- 
de il problema della quadratura del circolo 
si riduce a trovare la circonferenza quando 
si conosce il raggio, e per questo basta co- 
noscere il rapporto della ci re 011 & rtn za al rag- 
gio o al diametro. 
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Finora non si è potuto determinare questo 
rapporto che in una maniera prossima ; ma 
l'approssimazione è stata portata sì lungi , 
che la cognizione del rapporto esatto non 
avrebbe alcun vantaggio reale al di sopra di 
quella del rapporto prossimo . Perciò questa 
ricerca che ha molto occupato i geometri al- 
lorché i metodi di approssimazione erano mc- 
no -.conosciuti , è adesso riposta tra le ricer- 
che futili di cui non è permesso d'occuparsi 
se non a coloro che hanno appena le prime 
nozioni della geometria ■ 

Archimede ha provato che il rapporto del- 
la' circonferenza al diametro è compreso fra 
3 70 e 3 fi; oaàe 3 ) è un valore già molto 
prossimo del numero che abbiamo rappresen- 
tato con p , e questa prima approssimazione 
è molto in uso a cagione della sua semplici- 
tà. Mezio ha trovato per il medesimo nume- 
ro il valore molto più prossimo ^3-. Final- 
mente il valore di p sviluppato fino a un cer- 
to ordine di decimali, è stato trovato da al- 
tri calcolatori 3 , 1415926535897932 , ec. , 
e de Lagny ha avuto la pazienza di conti- 
nuare queste decimali fino alla centoventiset- 
tesima. È chiaro che una tale approssima- 
zione equivale alla verità, e che non si co- 
noscono di più le radici delle potenze im- 
perfette . 

Si spiegheranno nei problemi seguenti due 
dei metodi più semplici per ottenere queste 
approssimazioni . 
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PROPOSIZIONE XIII. 

PROBLEMA 

Essendo date la superficie d'un poligono re- 
golare inscritto e ta superfìcie d'un poligono 
simile circoscritto , trovare le superjici dei po- 
ligoni regolari inscritto e circoscritto d'undojs- 
pio numero di lati . • 

Sia AB il lato del poligono dato inscritto, F 
EF parallelo ad AB il lato del poligono simi- 
le circoscritto, C il centro del circolo: se si. 
tira la corda AM, e le tangenti AP, BQ, 
la corda AM sarà illato del poligono inscrit- 
to d' mi doppio numero di lati , e PQ doppio 
di PM sarà quello del poligono simile circo- 
scritto. Posto ciò', siccome ogni angolo ugua- 
le ad ACM racchiude i medesimi triangoli , 
basta considerare l' angolo ACM solo , e i 
triangoli che vi sono contenuti staranno fra 
loro come i poligoni intieri. Sia A la super- 
ficie del poligono inscritto di cui AB è un 
iato, B la superficie del poligono simile cir- 
coscritto, A' la superficie del poligono di cui 
AM è un iato, B' la superficie del polìgono 
simile circoscritto; A e Bsono cogniti : si trat- 
ta di trovare A' e B'. 

i.° I triangoli ACD.ACMia di cui som- 
mità comune è A «tanno fra loro come le lo- 
ro basi CD, GM; d' altronde questi triango- 
li stanno come i poligoni A e A' di cui fan- 
no parte ; dunque A ; A' " CD ; CM . I trian- 
goli CAM, CME la di cui sommità comuue 
è M stanno fra loro come le loro basi CA, 
CE; qu^ti medesimi triangoli stanno come 
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i poligoni A' e B dì cui fanno parte; dunque 
A' .* B .* ; CA I CE. Ma, a motivo delle paral- 
lele AD, ME , à ha CD ; CM ; ; CA ; CE; 
dunque A * A' " A' * B; dunque il poligono 
A', uno di quelli clic si cercano è medio pro- 
porzionale fra i due polìgoni cogniti A, e B, 
e si ha per conseguenza A'— \/AxB. 

S.° Il triangolo CPM 'ti al triangolo CPE, 
a motivo dell'altezza comune CM come PM 
sta a PE; ma dividendo la linea CP in due 
parti uguali l'angolo MCE, si ha * PM ! 
«..m. PE ; CM : CE ; ; CD ; C\ : ; A ; A'; dun- 
que CPM I CPE : : A : A', componendo C )1P * 
CPMm-CPE , o CME , : ; A ; A-4-A . Ma GJUPA 
o 2CMP, e CME stanno fra loro cornei o- 
ligoni B' e B di cut fanno parte; dunque B' * 
B ; ; aA I A-t-A'. Si è già determinato A' , 
questa nuova proporzione determinerà B', e 
si avràB=~^.; dunque col mezzo dei 

poligoni A e B, è facile di trovarfl i poligo- 
ni A' e B' clie hanno doppio numero di lati . 

PROPOSIZIONE XIV. 

PROBLEMA 
Trovare il rapporto prossimo della circoli' 
jhrenza al diametro. 

Sa il raggio del circolo =r ,. il lato del 
*P. 3 quadrato inscritto sarà V 2 *; quello del qua- 
drato circoscritto è uguale al diametro 3 ; dun- 
que la superficie del quadrato inscritto =3, 
e quella del quadrato circoscritto —4. Ades- 
so, se si fa A=s e B=4., si troverà per il 
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problema precedente 1* ottagono inscrìtto A 
8 =2 , 828422 i , e l' ottagono, circoscrit- 
ta B'= — \- — =3, 3 13^085. Conoscendo co* 

2-+%/ 8 , 

sì gli ottagoni inscritto e circoscritto, si tro- 
verà, col loro mezzo i poligoni d'un doppio 
numero di lati; bisognerà nuovamente suppor- 
re A=a, 82342? 1 , B— 3 , 313-085,0 si avrà 

A'==VAXB=3' 0614614.* ^^=3. 

18259-9. Dipoi questi poligoni di itì lati ser- 
viranno a conoscere quelli di 32, e si conti- 
nuerà, così, finché il calcolo non dia più dif 1 
ferenza fra i poligoni inscritto , e circoscritto, 
almeno nelle cifre decimali impiegate, che in 
questo caso sono sette. Arrivati a tal punto, 
si conchiuderà. che il circolo è uguale all'ul- 
timo resultato, perchè il circolo deve sempre 
esser compreso tra il poligono inscritto e il po- 
ligono circoscritto ; dunque se questi non diffe- 
riscono fra loro fino a una certa cifra decima- 
le, il circolo pure non ne differirà 'fino alla 
."tessa cifra. 

Ecco il calcolo di questi poligoni prolunga- 
lo finché non differiscano più nella settima ci- 
fra decimale. 

Numero ilei luti. Poligono inscritto- Polìgono circoscritto . 

4 . . . . 2,0000000 .... 4,0000000 

8 2,8284221 3.3'3?o8 5 

16 ... . 3,0614674 - . . * 3.1825979 
32 ... . 3,1214451 - • - ■ 3.'S'?249 
64 ... . 3,1365485 .... 3,1441184 
*2,8 , . 3,14033" ■ ->- 3.M22236 
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356 . . . 
5ia . .■ . 
1024 • • ■ 



4096 . 

8. 9 3 • 
16384 • 
33268 . 
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• 3.HI5'38 

• 3. '4 5:39 

■ 3.H158-? 

• 3.'4i59'4 

■ 3-HI5933 

■ 3.HI5935 

■ 3.HIS936 



■ • S.i4'K°4 
. . 3,1416321 
. . 3,1416035 

• • 3,i4i595i 

• ■ 3,1415933 

• ■ 3>'4'593S 
. . 3,1415927 

• ■ 3-1415926 



Da ciò conchiudo che la superficie delcir- 
colo =3,1415926. Si potrebbe aver dubbio 
sull' ultima decimale a cagione degli errori 
prodotti dalle parti trascurate; ma il calcolo 
è stato fatto con una decimale di più, per es- 
ser certi del resultato che abbiain trovato fi- 
no all'ultima decimale. 

Poiché la superficie del circolo è uguale 
alla mezza-circonferenza moltiplicata per il 
raggio, essendo il raggio — I , la mezza-cir- 
conferenza è 3, 1415926; ovvero , essendoli 
diametro =1 , la circonferenza è 3,1415926; 
dunque il rapporto della circonferenza al dia- 
metro indicato di lopra con £=3,1415926 , 

PROPOSIZIONE XV. 



// triangolo CAB è equivalente al triangolo 
isoscele DCE, che ha il medesimo angolo G, 
e il di cui lato CE o CD è medio proporzio- 
na, e fra CA e GB. Di più, se l'angolo CAB 
è re:to, la perpendicolare CP abbassata sulla 
base del triangolo isoscele sarà media propor- 
zionale fra il lato GA e la mezza-somma dei 
toiCA.CB. 
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Perchè, r.° a motivo dell'angolo comune 
C , il triangolo ABC stà al triangolo isoscele 

DCEcome ACxCB stà a DCxCE, o DC* ; 
dunque questi triangoli saranno equivalenti , 

su DC.=ACxCB, o se DC è media propor- 
zionale fra AC e CB . 

2. 3 La perpendicolare CGF tagliando in 
due parti' uguali 1' angolo ACB , si ha * AG \ 
GB ; ; AC ; CB , donde ne sr gue componen- 
do AG ; AG-t-GBo AB ; ; AC ; ACh-CB; ma 
AG stà ad AB come il triangolo ACG stà al 
triangolo ACB o 2CDF ; d' altronde , se l'an- 
golo A è retto, i triangoli rettangoli ACG, 
CDP sono simili, e si ha ACG ; CUF • * 
- ._a .... a 
AC .* CF ; dunque 

acT: 2CF*; : ac : ac-<-cb. 

Moltiplicando il secondo rapporto per AC* 
gli antecedenti diverranno uguali, e si avrà 

per conseguenza aCF = ACX ( AC-t-CB % o 
— ? „ /AC+CBv 

CF=AGX^ — h dunque 2 0 se 1 ango- 
lo A è retto la perpendicolare CF sarà me- 
dia proporzionale tra il lato AC, e la mezza- 
somma dei lati AC, GB.. 

PROPOSIZIONE XVI. 

PROBLEMA 

Trovare un circolo che differisca quanto po- < 
€0- si voglia da un poligono regolare dato. 
Sia proposto per esempio il quadrato BMNP; 



138 L I lì RO IV. 

abbassate dal centro C la perpendicolare GÀ 
sul lato MB, e tirate GB. 

Il circolo descritto col raggio Ci. è inscritto 
nel quadratele il circoli) descritto col raggio CB 
è circoscritto al medesimo quadrato; il primo 
sarà minore del quadrato , il secondo sarà 
maggiore ; si tratta di ristringere questi Untiti. 

Prendete CD e CE uguali ciascuna alla me- 
dia proporzionale tra GA e CB, tirate ED, 
e il triangolo isoscele CDE sarà equivalente 
al triangolo CAB ; fate lo stesso per ciascu- 
no degli otro triangoli che compongono il qua- 
drato, e formerete cosi un ottagono regolare 
equivalente al quadrato BMNP. Il circolo de- 
scritto col raggio CP medio proporzionale fra 

„, CA-eCB 

GA e — sarà inscritto nell ottagono , 

e il circolo descritto col raggio CD gli sarà 
circoscritto . Onde il primo sarà minore del 
quadrato, e il secondo maggiore. 

Se si cangia nella medesima maniera il trian- 
golo rettangolo CDP in un triangolo isoscele 
equivalente , si formerà con tal mezzo nn po- 
ligono regolare di sedici lati equivalente al 
quadrato proposto . Il circolo inscritto in que- 
sto poligono sarà minore del quadrato , e il 
circolo circoscritto sarà maggiore . 

Si può continuare così finché il rapporto 
tra il raggio del circolo inscritto e il raggio 
del cìrcolo circoscritto differisca quanto poco 
si vorrà dall' uguaglianza . Allora V uno e 1* al- 
tro circolo potrà esser riguardato come equi- 
valente al quadrato proposto. 

Ecco a cosa si riduce la ricerca dei raggi 
successivi . Sia a il raggio del circolo inscrit- 
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to" in uno dei poligoni trovati, b il raggio del 
circolo circoscritto al medesimo poligono; sia- 
no d e b' i raggi simili per il poligono seguen- 
te die ha un doppio numero di lati . Secon- 
do ciò che abbiamo dimostrato, b' è una me- 
dia proporzionale fra a e b , e a c una media 
a-+b 

proporzionale fra a e ~~> talmente che si avrà 

/ ifr+i 

Ì =\/aXb , e a =\ ax — dunque essen- 
do cogniti i raggi a e b d* un poligono , se 
ne deducono facilmente i raggi a e b' del po- 
ligono seguente ; e si continuerà così finché 
la differenza fra i due raggi sia divenuta in- 
sensìbile ; allora l'uno o 1 altro di questi rag- 
gi sarà il raggio del circoloequivalentealqua- 
drato o al poligono proposto. 

Scolio. Questo metodo è facile a praticar- 
si in linee, poiché si riduce a trovare delle 
medie proporzionali successive fra linee co- 
gnite , ma riesce ancor meglio in numeri, ed 
è uno dei più comodi che la geometria ele- 
mentare possa offrire per trovare prontamente 
il rapporto prossimo della circonferenza al 
diametro. Sia il lato del quadrato =3, il pri- 
mo raggio inscritto CA sarà 1 ,e ilprimo rag- 
gio circoscritto CB sarà y's-o 1,4142136. Fa- 
cendo dunque «=1,6=1,4142136, si trove- 
rà è — j ,-1 89207 1 , e «'=1,0986841 . Questi 
umeri serviranno a calcolare i seguenti se- 
ondo la legge di continuazione . Ecco il re- 
sultato del calcolo fatto fino a sette 0 otto 
cifre colle tavole dei logaritmi ordinari. 
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Rtggi <U' circoli «rcoicrltti . R^g" d*' circoli inscritti . 



1,41421315 
1,1893071 
],I430500 
1,1330149 
1,1 £92863 
1.138ÓOÓ3 



1 ,0000000 
1,0986841 
1,I2I0863 
1,1205639 
1 11979052 



Adesso clie la prima metà delle cifre è la 
medesima dalle due partì, invece dei medi 
geometrici si possono prendere i medi aritme- 
tici che ne differiscono soltanto nelle decima- 
li ulteriori. Con tal mezzo l' operazione si ab- 
brevia molto, e i resultati sono, 



1,1284360 .... 
1,1283934 - • • ■ M283-21 
1,1283827 .... 1. 1283774 
1,1283801 .... 1,1283787 
i» 1283794 .... 1,1283791 
1,1283792 .... 1,1283793 
Dunque 1,1283792 è molto prossimamen- 
te il raggio del circolo uguale in superficie 
al quadrato il di cui lato è 3. Quindi è fa- 
cile di trovare il rapporto della circonferen- 
za al diametro; perchè si è dimostrato che 
la superfìcie del circolo è uguale al quadra- 
to del raggio moltiplicato per il numero p ; 
dunque se si divide la superficie 4 per il Squa- 
drato di 1,1283792 .BÌavrà il valore di pelle 
sì trova con questo calcoloessere 3, 1 41 5926, ec. 
come si era trorato con un altro metodo . 
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APPENDICE AL LIBRO QUARTO. 



DEFINIZIONI 

I. Si chiama massimo la quantità piìt gran- 
de dì tutte quelle della medesima specie; sì 
chiama minimo la più piccola. 

Cosi il diametro del circolo è un massimo 
tra tutte le linee che congiungono due pun- 
ti della circonferenza, e la perpendicolare e 
un minimo fra tutte le linee condotte da un 
panto dato ad una linea data. 

II. Si ciiiamano figure isoperimetrc quella . 
clie hanno i perimetri uguali. 

PROPOSIZIONE L 

TEOREMA 

Fra tatti i triangoli della stessa hase , e del- 
io stesso perimetro, il triangolo isoscele è un 
massimo . 

Sìa AG=CB , e AM-+MB=AC-t-CB; di- ». 
co che il triangolo isoscele ACB è maggio- 
re del non isoscele AMB che ha la medesi- 
ma base e il medesimo perimetro. 

Dal punto C come centro, e col raggio 
CA— GB , descrivete una circonferenza che 
incontri GA prolungato in D, tirate DB^e 
VangoloDBA inscritto nel mezzo-circolo sa* 
là un angolo retto. Prolungate la perpendi- 
colare DB verso N» fate MN=MB , e tira- 
te AN. Finalmente dai pumi M e G abbas- 
sate -MP, CG perpeudicolaxi sap.ni.DK, t'uv- 
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c hè CB=CT), e MN-MB, si ha AC-fCB 
=AD,eAM-t-MB=AM-i-MN.Ma AC+CB 
=;AM-hMB ; dunque AD=AM-+MN; dun- 
que AD>AN: ora se l'obliqua AD è mag- 

f' iore dell'obliqua AN , deve essere più lontana 
alla perpendicolare AB; dunque DB>BN. 
Ma la base BD è divisa in due parti uguali 
"P i» al punto G * come pure BN al punto P; si 
L ' 1- ha dunque ancora BG>BP- Ma i triangoli 
ABC, ABM che hanno la medesima baso 
AB stanno fra loro come le loro altezze BG , 
BP; e poiché BG>BP, ne segue che il trian- 
golo isoscele ABG è maggiore del non-isosce- 
le ABM della medesima base, e del medesi- 
mo perimetro. 

PROPOSIZIONE a 

TEOREMA 
, Di tutti i poligoni isoperimetri, e d' un me- 
desimo numero .di Lui, il più grande è equila- 
tero. 

r<I7 j. Poiché, sia il poligono ABCDEF il poli- 
gono massimo, se il lato BC non è uguale 
a CD, fate sulla base BD un triangolo iso- 
scele BOD, che sia isopi'rimetro con BCD; 
il triangolo BOD sarà maggiore di BCD , o 
per conseguenza il poligono ABODEF sarà 
maggiore di ABCDEF ^ dunque quest* ultima 
non sarebbe il massimo fra tutti quelli che 
hanno il medesimo perimetro e il medesimo 
numero di lati, il che è contro la supposi- 
zione; dunque BC=CD: per la medesima 
ragione CD=DE; DE— EF; dunque tutti 
Ì lati del poligono massimo sono uguali fra, 
loro. 
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PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA 

Di lutti ( triangoli formati con due lati da- 
ti che facciano fra loro un angolo a piacere, 
il massimo e quello in cui i due lati dati for- 
mano un angolo retto. 

Siano i due triangoli BAG , BAD che han- F. 174. 
no il lato AB comune, e il lato AC=AD: 
se l'angolo BAG è retto, dico che il trian- 
golo BAG .«ara maggiore del triangolo BAD. 

Poiché , ascendo la stessa la base AB, i due 
triangoli BAG, BAD stanno come le altez- 
ze AC , DE : ma la perpendicolare DE è mi- 
nore di AD o della'sua uguale AC; dunque 
il triangolo BAD è minore di BAG. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA 

Di tutti i poligoni firmati con dei lati da- 
ti e un ultimo a piacere, il massimo deve es- 
sere tale che tutti i sttei angoli siano inscritti 
in una mezza-circonferenza di cui il lato in- 
cognito sia il diametro . 

Sia ABCDEF il più grande dei poligoni p nS 
formati coi iati dati AB , BC, CD, DE, EP, 
e un ultimo AF a piacere ; tirate le diago- 
nali AD, DP. Se l'angolo ADF non è ret- 
to , si potrà , conservando le parti ABCD , 
DEF tali quali sono , aumentare il triango- 
lo ADF e per conseguenza il poligono in- • 
tiero, rendendo l'angolo ADF retto: ma que- 
sto poligono non può essere aumentato di più , 
poiché si suppone giunto al suo massimo ; 
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dunque l'angolo ADF è già retto. Lo stes- 
so è degli angoli ABI? , ACF, AEF; dun- 
que tutti gli angoli A , B , C , D , E, F del 
poligono massimo sono inscritti in una mezza- 
circonferenza di cui il lato indeterminato AF 
è il diametro. 

Scolio . Questa proporzione fa nascere la 
questione se vi siano diverge maniere di for - 
mare un poligono con dei lati dati, e un ul- 
timo incognito che sarà il diametro delia 
mezza-circonferenza nella quale gli altri lati 
sono inserirti -. Avanti di decidere questa que- 
stione , bisogna osservare che se una mede- 
sima corda AB sottende degli archi desnrit- 
76' ti con differenti raggi AG, AD, l'angolo al 
centro appoggiato su questa corda sarà mi- 
nore nel circolo il di cui raggio è maggiore ; 
così ACB<ADB, perchè l'angolo ADO=* 
ACD-^CAD ; dunque ADB^ACB^CAD 
-t-CBD. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA 

F'è una sola maniera di formare il poligo- 
no ABCDEF co/i dei lati timi, e un ultimo 
incognito che sia il diametro della mezza-cir- 
conferenza nella quale jsono inscritti gii altri 
lati ■ 

7 5. Poiché, supponiamo che si sia trovato ua 
circolo che soddisfaccia alla questione: se si 
prende un circolo maggiore, ìe corde AB, 
BG, CD, ec. corrisponderanno ad angoli al 
centro minori . La gomma di questi angoli al 
centro sarà dunque minore dìdue angoli ret- 
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ti , e così le estremitìi dei lati dati non per- 
verranno più alle estremità del diametro. L'in- 
conveniente contrario avrà lungo se si pren- 
de un circolo minore; dunque il polìgono di 
cui si tratta non può essere inscritto che in 
un solo circolo . 

Scolio. Si può cambiare a piacere 1' ordir:!; 
dei lati AB, BC, CD, ec. e il diametro del 
circolo circoscritto sarà sempre lo stesso, ci- 
me pure la superficie del poligono; poiché, 
qualunque sia i' ordine degli archi AB, BC,ec. 
basta che la loro somma fàccia la mezza-cir- 
conferenza, e il poligono avrà sempre la me- 
desima superficie, poiché sarà tignale al mezzo- 
circolo meno i segmenti AB, BC , ec. la di 
cui somma è sempre la stessa. 

PROPOSIZIONE VL 

TEOREMA 
Ci tutti i poligoni formati con lati à<iti t 3l 
massimo è guelfo che jì può inscriitere in un 
circolo . 

Sia ABCDEFG il poligono inscritto, e F 
abedefg il non-inscrivibile formato t -on dei la- 
ti uguali, talmente che .sia AB^i, BC^fcc, 
ec. ; dico che il poligono intatto è maggio- 
re dell'altro. 

"Tirateli diametro EM : conducete ÀM , MB; 
sopra <i6=AB fate il triangolo a&ift—ABM, 
e tirate em . 

■ ìn virtù della proposizione 4. il poligono 
EFGAM è maggiore dì ejgtfm, a meno che 
questo non possa essere parimente inscritto 
in una mUza- circonferenza di cui il Iato em. 
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sarebbe il diametro, nel qua! caso ì due po- 
ligoni sarebbero uguali in virtù della propo- 
sizione 5. Per la medesima ragione il poli- 
gono EUCBM è maggiore diedehm, eccetto 
il medesimo caso in cui vi sarebbe uguaglian- 
za . Dunque il poligono intiero EFGAMBCDE 
è maggiore di efgambede a meno che non sia- 
no intieramente uguali; ma essi non lo sono, 
poiché l'uno è inservibile , e l'altro è sup- 
posto non inficrivibile; dunque il poligono in- 
scritto è il maggiore. Togliendo da ambedue 
i triaugoli uguali ABM , abati resterà il po- 
ligono inscritto ABCDEFG maggiore de! non- 
iuscrivibìle abedefg. 

PROPOSIZIONE VII. 

T E O E E M a 

llpoligono regolare è un massimo fra tutti ì 
poligoni isoperimetri e d'un medesimo numero 
di lati . 

. Poiché, secondo il teorema 3, il poligono 
massimo ha tutti i suoi lati uguali; e, secon- 
do il teorema precedente, è inscrivibile nei 
circolo: dunque è regolare. 

PROPOSIZIONE Vili. 

LEMMA 

Due angoli al centro t misurati in due circo- 
li differenti , stanno fra loro come gli archi com- 
presi divisi per i loro raggi . 
17S. Così i' angolo C stìi all'angolo O come il 
AB DE 
rapporto sta al rapporto 

Con un raggi» OF uguale ad AC dcscii- 
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vete l'arco FG compreso fra i lati OD, OE 
prolungati : a cagione de' raggi uguali AC . 
OF, si avrà primieramente C ; O ; ; AB ; 
. . AB , FG 
* 0 AC ' FÓ ' ma a ca510ne & 
archi simili FG, DE, si ha * FG ; DE : ; *P.«r. 

FG 

FO.'DO; dunque il rapporto p_ è ugua- 
, 1 DE 

le al rapporto jj^, e per conseguenza si ha 
. AB , DE 
" AG * DÒ 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA 
n due poligoni regolari isoperimetri, quello 
che ha più lati e il maggiore . 

Sia DE il mezzo-lato d' uno dei poligoni , O f - '7?- 
il suo centro, OE il suo apotema: sia AB il 
mezzo-lato dell' altro poligono, G il suo cen- 
tro , GB il suo apotema . Si suppongono i cen- 
tri O, e C situati a una distanza qualunque 
OC, e gli apritemi OE, CB nella direzione 
OC: così DOE, e ACB saranno i mezzi-an- 
goli al centro dei poligoni, e siccome questi 
angoli non sono uguali, 3e linee AG,'OD 
prolungate s' incontreranno in on punto F ; 
da questo punto abbassate sopra OC la per- 
pendicolare FG ; dai punti O e C come cen- 
tri, descrìvete gli ardii Gì, GH terminati 
ai lati OF, CF. 
Pósto ciò, si avrà per i! lemma nreceden- 
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te O ; C I ; : C(ì ; ma DE stà al pe- 
rimetro del primo poligono come l'angolo O 
sta a quattro angoli retti , e AB sta al perì- 
metro del secondo come 1' angolo C sta a 
quattro angoli retti; dunque, poiché i peri- 
metri dei poligoni sono uguali, DE ; AB; l 

O ; G ; dunque DE ; AB ; ; H ; ™ _ 

Moltiplicando gli antecedenti per OG, e i 
conseguenti per CG, si avrà allora DEXOG 
; ABXCG ì ; Gì ; GH; ma i triangoli simi- 
li ODE, OFG danno OE ; OG ; ; DE ; FG, 
donde resulta DExOG~OExFG. Si avrà pa- 
rimente ABXCG^CBXFG; dunque OEXFG 

: cbxfg : : gì ; gh , o oe : gb : ; gì : gh. 

Dico adesso che 1* arco Gì é maggiore dell'ar- 
co GH , e allora ne seguirà che 1* apotema 
OE è maggiore di GB. 

Io fatti prolungate l'arco GH d'una quan- 
tità KH=HG; con un raggio KP uguale ad 
OG descrivete l'arco Kx uguale ad xG; la 
curva K.xG che circonda l'arco KHG è mag- 

p giore di quest'arco *; dunque Gx meta del- 
' 9 la carva è maggiore di GH metà dell' arco % 
jtìunque molto più Gì è maggiore di GH. 

Resulta da ciò che l'apoteina OE è mag- 
giore di CB: ma i due poligoni avendo il me- 
desimo perimetro stanno fra loro come i lo- 

p. 7 . ro apotemi *; dunque il poligono che ha per 
mezzo-lato DE è maggior di quello ohe ha 
per mezzo-lato AB; il primo ha più lati poi- 
ché l'angolo al centro è minore; dunque di 
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due poligoni regolari isoperimetri, quello che 
ha più lati è il maggiore. 

PEOPOSIZIONE X. 

TEOREMA 

// circolo è maggiore d' ogni poligono isope- 
rimetro. 

Si è già provato che di tutti i poligoni ho- f. 1 
perimetri e d'un medesimo numero di lati, 
il poligono regolare è il più grande; onde 
non si tratta che di paragonare il circolo a 
un poligono regolare qualunque isoperimetro. 
Sia AI il mezzo-iato di questo poligono, C 
il suo centro . Sia nel circolo isoperi metro 
l'angolo DOE=ACI, e perciò l'arco DE 
uguale al mezzo-lato AI. Il poligono P sta- 
ra al circolo G come il triangolo ACI sta al 

„„„ „ AIXCI . DEXOE 

settore ODE ,oP C - ~ - ' — — 

2 a 
; .* CI ; OE . Sia condotta al punto E la tan- 
gente EG; i triangoii simili AGI, GOE, da- 
ranno la proporzione CI ; OE " AI o DE 
I GE; dunque P I C ,' : DE ; GE, o come 
DExfOE che è la misura del settore DOE 
sta a GEXiOE che è la misura del triango- 
lo GOE: ora il settore è minore del trian- 
golo; dunque P è minore di C; dunque il cir- 
colo è maggiore d' ogni poligono ÌBop«rimetro. 
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I PIANI E GLI ANGOLI SOLIDI. 



DEFINIZIONI 

r. t-Jna linea retta è perpendicolare a un pia- 
*P. 4. no ' quando è perpendicolare * a tutte le ret- 
te che pacano per il suo piede Del piano . 
Reciprocamente il piano è perpendicolare al- 
la lìnea. 

Il piede della perpendicolare è il punto ove 
questa linea incontra il piano. 

2. Una linea è parallela ad un piano-, quan- 
do noi*, può incontrarlo, a qualunque distan- 
za si prolunghino ambedue. Reciprocamente 
il piano è parallelo alla linea. 

3. Due piani sono paralleli fra loro , quan- 
do non possono incontrarsi , a qualunque di- 
stanza si prolunghino l'uno e l'altro. 

*p. 3. 4. Si dimostrerà * che l'intersezione coma* 
- ne di due piani che s'incontrano è una li- 
nea retta: posto ciò, l'inclinazione scambìe- 
T.17. vole di due piani si misura * dall' angolo che 
fanno fra loro le due perpendicolari condot- 
te in ognuno di questi piani ad un medesi- 
mo punto dell'intersezione comune. 

Quest' angolo può essere acuto , retto o ot- 
tuso, j 
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g. Se è retto , i due piani saranno perpendi- 
colari fra loro . 

6. L'angolo solido è formato dalla riunione 
di parecchi angoli situati in differenti piani. 

Così l'angelo solido S è formato dalla riu- F 
nione degli angoli piani ASB, ESC, CSD , 
DSA. 

Sono necessari almeno tre angoli piani per 
formare un angolo solido . 

PROPOSIZIONE I. 

T E O R E M A 

Una linea retta non può essere in parte in un 
piano e in parte fuori. 

Poiuhè, secondo la definizione del piano, 
subito che una linea retta ha due punti co- 
muni con un piano, essa è tutta intiera in un 
tal piano. 

Corollario . Dunque per riconoscere se una 
superficie è piana, bisogna applicare una li- 
nea retta in differenti sensi su questa super- 
ficie , e vedere se essa tocca la superficie in 
tutta la sua estensione . 

PROPOSIZIONE n. 

TEOREMA 

Due linee rette che si tagliano sono in un 
medesimo piano , e ne determinano la posizione. 

Siano AB , AC due linee rette che si ta- f 
glìano^in A: si pub concepire un piano ove 
« trova la linea retta- AB : se ti fa girare 
questo piano intorno ad AB , finché passi per 
il punto C , allora la linea AC , che ha due 
dei suoi punti A e C in questo pianori sa- 
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ra tutta intiera; dunque la posizione di que- 
sto piano è determinata dalla sola condizio- 
ne di passare per le due rette AB, AC. 

Coro'lario 1. Dunque un triangolo ABC, o 
tre putiti A, B, C non in iinea retta, deter- 
minano la posizione d'un piano. 
V. i8a. Corollario li. Dunque anche due parallele 
AB, CD determinano la posizione d'un pia- 
no: perchè se si conduce la segante EF, il 
piano delle due rette AE, EF, sarà quello 
delle parallele AB, CD. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA 

Se due piani si fagliano, la loro comune in- 
tersezione sarà una linea retta. 

Poiché, se nei punti comuni ai due piani , 
se ne trovassero tre che non fossero in linea 
retta, i due piani di cui sì tratta, passando 
ciascuno per questi tre punti , non farebbe- 
ro che un solo e medesimo piano , il che è 
Contro la supposizione. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA 

p ,eì - Se una linea retta AP è perpendicolare a due 
altre PB, PC che s' incrociano al suo piede nel 
piano MN, sarà perpendicolare a una retta qua- 
lunque PQ condotta dal suo piede nel medesi- 
mo piano , e perciò sarà perpendicolare al pia- 
no MN. 

Per un punto Q preso a volontà sopra PQ 
tirate la retta BC nell'angolo BPG, in ma- 
L P 7 I VnifracheEQ=QC*, Eirate AB-, AQ, AC. 
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Essendo la ba.=e BG divisa in due pa/ti 
aguali nel punto Q, il triangolo BPC darà * ^ 
PC% PÌÌ=2PQ%2QC. 
II triangolo EAC darà (parimente 

AC% ÀbL»AQ -+2QG. 
Togliendo la prima equazione dalla se- 
conda, e osservando che ì triangoli rettan- 
goli APC, APB danno AG*— PC~=AP, 6 
AB — rB==XP» si avrà 

AP-+ ApLaAQ-àPQ. 
Dauque, prendendo le meta da ambe le 

parti , ÀP S — ÀQ — TQ, o AQ = AP%PQ* 
dunque il triangolo Al'Q e rettangolo inP * 
dunque AP è perpe nriicolare a TQ . 1 

Scolio. Si vede con ciò, che non solamen- 
te è possibile che una linea retta sia perpen- 
dicolare a tutte quelle che passano per il suo 
piede in un piano: ma che ciò accade tutte le 
volte che questa linea è perpendicolare a due 
rette condotte nel piano-, cìò dimostrala le- 
gittimità della definizione I. 

Corollario A La perpendicolare AP è più 
corta di un obliqua qualunque AQ, dunque 
misura la vera distanza del punto A dal pia- 
no MN. 

Corollario //. Da un punto P dato sopra un 
piano non si può alzare che una sola per- 
pendicolare a questo piano-, perchè, se si po- 
tesse alzare un altra perpendicolare diversa 
da AP, conducete per queste due perpendi- 
colari un piano la di cui intersezione col 
/ 
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piano MN sia PQ : allora le due perpendi- 
colari di cu si tratta sarebbero perpend ira- 
lari alla linea PQ al medesimo ponto e nel 
medesimo piano, il che è impossibile. 

E parimente impossibile d' abbassare da un 
punto dato fuori d' un piano due perpendi- 
colari a questo piano ; poiché, siano AP , AQ 
queste due perpendicolari, allora il triango- 
lo APQ avrebbe due angoli retti APQ , AQP, 
il die è impossibile . 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA 

B 4- le oblique AB, AC , AD ec. ugualmente 
tonta e dalla, perpendicolare , sono ug cali ; e di 
rf:,e oblique AD, AE disugual men: e lontane 
dalla perpendìco'are , quella che sene allonta- 
na di più AE è la maggiore. 

Poiché, essendo retti gli angoli APB, APG, 
APD, se sì suppongono ledistanze PB , PC, 
PI) uguali fra loro, i triangoli APB,APC, 
APD avranno un angolo uguale compreso fra 
lati uguali - dunque saranno uguali; dunque 
le ipotenuse o le oblique AB, AC, AD sa- 
ranno uguali fra loro . Parimente se la di- 
stanza PE è maggiore di PD o della sua 
uguale PB , è chiaro che l'obliqua AE sa- 
rà maggiore di AB o della sua uguale AD. 

Corollario . Tutte le oblique uguali AB , 
AG , AD ec- terminano alla circonferenza 
BCD descritta dai piede della perpendicola- 
re P come centro; dunque, essendo dato un 
punto B fuori d'un piano, se si vuol trova- 
re su questo piano il punto P ove cadrebbe 
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perpendicolare abbassata da A , bisogna 
segnare su questo piano tre punti B, C,D 
ugualmente lontani dal punto A e cercare in 
seguito il centro del cìrcolo che passa per que- 
sti tre punti : questo centro sarà il punto cer- 
cato P . 

Scolio . L' angolo ABP è ciò che si chia- 
ma inclinazione dell' obliqua AB sul pianoMN, 
si vede che quest' inclinazione è uguale per 
tutte le oblique AB, AC, AD, ec. che si 
allontanano ugualmente dalla perpendicolare, 
perchè tutti gli angoli ABP , ACP ,ADPec. 
sono uguali fra loro. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA 

Sia AP una perpendicolare al piano MN , I 
BC uva linea situata in questo piano; sedai 
piede P della perpendicolare si abbassa PD 
perpendicolare sopra BG., e che sì tiri AD 
dico che AD sarà perpendicolare a BC . 

Prendete DB=DC,e tirate IB, PC, AB, 
AC: poiché DB=DC. l'obliqua PB=PC; 
e per rapporto alla perpendicolare AP, poi- 
ché TB^PC, l'obliqua AB=AC ; dunque 
la linea AD ha due dei suoi punti A e D 
ugualmente distanti dalle e.-tremit;: B e C; 
dunque AD e perpendicolare sul mezzo di PC 

Corollario . Si vede nel medesimo tempo 
che EC è perpendicolare al piano AID, poi- 
ché BC è perpendicolare a un tempo alledue 
rette AD , PD. 

Scolio. Ledue linee AP, BC offrono l'esenu 
pio di due linee che non si incontrano per- 
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che non sono situale in un medesimo piano. 
La più corta distanza di queste linee è la 
retta PD che è ad un tempo stesso perpen- 
dicolare alla linea AP, e alla linea BC. La 
distanza PD è la più corta fra queste due li- 
nee; poiché, se si con giungono due altri pun- 
ti , come A e E, la distanza AB è maggiore 
di AD : AD è. maggiore di PD ; dunque mol- 
to più AB>PD. 

Si vede da ciò che essendo date nello 
spazio due linee AP, BC, che non sono si- 
tuate nel medesimo piano, per avere la loro 
più coita distanza hiso^ua segnare sulla ii- 
nca IìC due punti B e C ugualmente distan- 
ti da un punto qualunque A preso sull'al- 
tra linea AP; in seguito segnare su questa i 
due punti A ed E ugualmente distanti da B ; 
il mezzo di BC e il mezzo d'AE saranno i 
punti De P, la di cui distanza è la più 
piccola . 

PKOPOSrzIONE VII. 

TEOREMA 

.66- Se la linea AP è perpendicolare al piano MN, 
ogni linea DE parallela ad AP sarà perpendi- 
colare al medesimo piano. 

Per le parallele AP,DE conducete un pia- 
no la di cui intersezione col piano MN sarà. 
PD; nel piano MN conducete BC perpendi- 
colare a PD , e tirate AD . 

Secondo il corollario del teorema preceden- 
te , BC è perpendicolare ai piano APDE; 
dunque l'angolo BDE è retto: ma l'angolo 
EDP è retto pure, poiché AP è perpendico- 
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lare a PD, e DE è parallela ad AP , dunque 
la linea DE è perpendicolare alle due rette 
DP , DB dunque è perpendicolare ai loro 
piano MN. 

Corollario I. Reciprocamente se le rette AP, 
DE sono perpendicolari al medesimo piano 
MN, saranno parallele ; poiché, se non lo fos- 
sero, conducete perii punto D una paralle- 
la ad AP, questa parallela sarà perpendicola- 
re al piano MN ; dunque si potrebbe da un 
medesimo punto D alzare due perpendicola- 
ri a un medesimo piano, il che è impossi- 
bile . 

Corollario IL Due lince A e B parallele ad 
una terza C sono parallele; fra loro , poiché 
imagìnate un piano perpendicolare alla linea 
C, le linee A e B parallele a questa perpeaV 
dicolare, saranno perpendicolari al medesimo 
piano ; dunque , perii corollario precedente, 
saranno parallele fra loro: si soppone che le 
tre lìnee non siano in un medesimo piano, 
senza di che la proposizione sarebbe già nota. 

PROPOSIZIONE Vili. 

.TEOREMA 

Se la linea AB è parafala a una retta CD p 
condotta nel piano MN , sarà parallela a que- 
sto piano. 

Poiché se la linea AB, che è nel piano 
AIìGD, incontrasse il piano MN, ciò non 
potrebbe essere che in qualche punto della 
linea CD, intersezione comune dei due pia- 
lli: ora AB non può incontrare CD poiché 
gli è parallela; dunque non incontrerà nup- 
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pure il. piano MN; dunque sarà parallela à 
questo piano . 

PROPOSIZIÓNE IX. 

TEOREMA 

F. iBB. Due piani MN , PQ perpendicolari a una 'me- 
desima retta AB sono paralleli fra loro. 

Poiché . s e s'incontrassero in qualche luogo, 
sia O uno dei loro punti comuni , e tirate OA, 
OB la linfa AB perpendicolare al piano MN 
è perpendicolare alla retta OA condotta dal 
suo piede in questo piano; per la medesima 
ragione, AB è perpendicolare a BO dunque 
OA e OB sarebbero due perpendicolari abbas- 
sate dal medesimo punto O sulla medesima 
linea retta, il che è impossibile: dunque i 
piani MN, PQ non possono incontrarsi; dun- 
que sono paralleli . 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA 

F iSa Tc intersezioni EF, GH di due piani pa- 
rotteti MN , PO; con un terzo piano FG , sono 
parai e'.e. 

Poiché, se le lìnee EF, GH situate in uno 
stesso piano non sono parallele, essendo pro- 
lungate s' incontreranno : dunque i piani MN , 
PQ ne' quali esse sono, s' incontrerebbero pu- 
re; dunque non sarebbero paralleli. 
PROPOSIZIONE XI. 

T E O E E fi A 

F. (88. la linci AB perpendicolare al piano MN è 
perpenduolare al piano paraLelo PQ. . 
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Avendo tirato a piacere la linea BG ucl 
piano PQ , per AB e BG conducete un pia- 
no AlìG la di cui intersezione col piano MN 
sia AD, V intersezione AD sani parallela a 
BC: ina la linea AB perpendicolare al pia- 
no MN e perpendicolare alla retta AD ; dun- 
que sarà pure perpendicolare alla sua paral- 
lela BC . e poiché la linea AB è perpendi- 
colare ad ogni retta BC condotta per il suo 
piede nel piano PQ, ne segue che è perpen- 
dicolare al piano PQ. 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA 

le parallele EG, FU comprese fra. due pia- F 
ni paralleli MN , PQ sono uguali. 

Per le parallele EG, FH fate passare il 
piano EGHF che incontrerà i piani paralle- 
li in EF e GH. Le intersezioni EF, GH so- 
no parallele, come pure EG, FH ; dunque 
la figura EGHF è un parallelogramma; dun- 
que EG=FH . 

Corollario . Segue da ciò , che itue piani pa- 
ralleli sono da per tutto a ugual distanza ; 
poiché se EG e FH sono perpendicolari ai due 
piani MN, PQ saranno parallele fra loro ; 
dunque saranno uguali. 

PROPOSIZIONE xm, 

TEOREMA 

Se due angoli CAE, DBF n07i situati neh p 
lo stesso piano hanno i loro i ail paralleli , e 
diretti in un medesimo senso, questi angoli sa- 
ranno uguali, e i loro piani paralleli- 
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Prendete AC^BO, AE^=BF, e tirate C% 
DF, AB, CD, EF. Poiché AC è uguale e 
parallela a BD , la figura AI5DC è un pa- 
L.ì' ralldogrammo * : dunque CD è «gitale e pa- 
rallela ad AB. Per una simil ragione EF è 
uguale e parallela ad AB ■ dunque ancora CD 
è uguale e parallela ad EF ; la figura CEFD 
è dunque un parallclogiammo , e il lato CE 
è uguale e parallelo a DF; dunque i triango- 
li CAE, DBF sono equilateri fra loro , dun- 
que l'angolo CAE=DBF . 

In secondo luogo, dico che il piano ACE 
è parallelo al piano BDF ; poiché supponia- 
mo che il piano parallelo a BDF condotto 
per il punto A incontri le linee EF, CD, 
in punti diversi da G ed E , per esempio in 
G e H ; allora, secondo la proposizione XÌI , 
le tre linee AB , GD, FH saranno uguali: 
ina le tre AB, CU, EF lo sono già: dun- 
que si avrebbe CD=GD, e FH=EF , il 
che è assurdo -, dunque il piano ACE è pa- 
rallelo a BDF . 

Coronario. Se due piani paralleli MN,PQ 
sono incontrati da due altri piani CABD , 
EABF, gli angoli. CÀE, 'DBF formati dal- 
le intersezioni dei piani paralleli , saranno 
uguali: perchè 1* intersezione AC è parallela 
a BD, AE a BF; dunque l'angolo CAE— 
DBF. 

PROPOSIZIONE xrv. 

TEOREMA 

i 9 i. Te parti di dr.e refe comprese tra piani pa- 
ralleli , sono proporzionali . 
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Supponiamo che la linea AB incontri i pia- 
ni paralleli MN, PQ, BS, in A, E, B , e 
che la linea CI) incontri i medesimi piani in 
C, F, D ; dico che si avrà AE * EB * ' . 

gp;fd. 

Tirate AD che incontri il piano PQ iw G, 
e condii^ te AC,' EG , GF , BD: le inter- 
sezioni EG , BD dei piatii paralleli PO, KS 
col piano. ABD sono parallele ; dunque AE ; 
EB ; ; AG ; GD parimente essendo paralle- 
le le intersezióni AC,GF,si ha AG; GD ; ; 
CF \ FD dunque a cagione del rapporto co- 
mune AG : GD, si avrà AE ; EB ; ; CF : 
FD. 

FEOrOSIZIONE XV. 

TI08EMA 

Sìa ABCD un quadrilatero qualunque situa- f. 191. 
K> o non situato in un medesimo piano, se si 
tagliano i lati o»i<osti proporzionalmente con 
due rette EF, GH, tamenteche si abbia. ÀE ; 
EB ; : DF ; FC, e BG ; GC : ; AH : HD; 
dico che le rette EF , GH si tatueranno in un 
punto M , in maniera che si avrà HM ; MG ; ; 
AE ; EB , e EM ; ME ; ; AH ; HD . 

Conducete per AD un piano 'qualunque 
AiHcD che non passi per GH : per i punti 
E, B, C, F conducete a GH le parallelo 
Ee, B&, Ce, Yf, che incontrino questo pia- 
no in e, i , c,f: si avrà primieraminte a mo- 
tivo delle parallele Bb , GB, Ce * , 1>H ; L in.' 
He ; ; BG ; GC ! ; AH ; HD ; dunque * i . P . a0 . 
triangoli AH 6, iHD snno simili. Si avrà di- L.JII. 
poi &e; eh ; ; AE; EB, e tif.fc : \ DF 
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FC; dunque Ae ; eb '. Df '.fi, o compo- 
nendo, Ae ; Df l ', Ab ; De ina a motivo 
dei triàngoli simili Aìib , cHD, si ha Ab * 
Ile ; ; AH .' HD ; dunque Ae ; Df ; ; AH * 
HD; d'altronde l'angolo HAe=HT»/*; dun- 
que i triangoli AHe, DH/%ono simili, e l'an- 
golo AHe— DHf. Ne segue prima che eH/" 
è una -linea retta, e che perciò le rene HI'', 
GH sono situate in un medesimo piano EeF/'; 
dunque devono tagliarsi in un punto M . Di- 
poi, a cagione delle parallele. Ee,MH,F/', 
si avrà EM MP ; ; cH : Hf ; : AH : HD . 
Con una costruzione simile, facendo passare 
un piano per AB , si dimostrerebbe ohe HM ; 

mg : : ae : eb . 

proposizione xvi. 

TEOREMA 

• '9 3 - L'angolo compreso fra'due piani MAN,MAP 
può esser misuralo, co'iforme alla definizione, 
dall'angolo NAP che fanno fra loro le due per- 
pendicolari AN, AP condotte in ciascuno di 
questi piani al.' intersezione comune AM. 

Per dimostrare la legittimità di questa mi- 
sura, bisogna provare i." che essa è eostan- 
te, ossia che sarà la medesima in qualunque 
punto dell'intersezione comune si conducano 
le due perpendicolari . 

In fatti se si prende un altro punto M, e 
si conducono MC nel piano MN, e MB nel 
piano MP perpendicolari all'intersezione co- 
mune AM; poiché MB ed AP sono perpen- 
dicolari a una medesima linea AM, saranno 
parallele fra loro. Per la medesima ragione 
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WC è parallela ad AN ; dunque 1* angolo 
BMC— PAN; dunque è indifferente il con- 
durre le perpendicolari al punto M o al pun- 
to A ; 1' angolo compreso sarà sempre lo 
stesso. 

1° Bisogna provare che se l'angolo dei 
due piani cresce o diminuisce in un certo 
rapporto , 1' angolo PAN aumenterà o dimi- 
nuirà nel rapporto medesimo . 

Descrivete col centro A e con un raggio 
a piacete l'arco NDP , col centro M e con 
un raglio uguale descrivete l'arco CEB, ti- 
rate AD a piacere; il piano MAD taglierà 
il piano MBC secondo la linea 31E paralle- 
la ad AD , e l' angolo BME sarà uguale a 
' PAD . 

Chiamiamo per un momento canto l'ango- 
lo formato da' due piani MP , MN : posto clò> 
se l' angolo DAP fosse uguale a DAN , è 
chiaro che il canto DAMP sarebbe uguale 
al canto DAMN, perchè la base DAP si 
situerebbe esattamente sulla sua uguale DAN, 
X altezza AM sarebbe sempre la stessa , dun- 
que i due canti coinciderebbero l'uno coli' al- 
tro. Si vede del pari che se l'angolo DAP 
fosse contenuto un certo numero preciso di 
volte nell'angolo PAN, il canto DAMP sa- 
rebbe contenuto altrettante volte nel canto 
PAMN. D'altronde, dal rapporto in nume- 
ri intieri a un rapporto qualunque, la con- 
clusione è legittima ed è slata dimostrata in 
un occasione intieramente simile *; dunque, ? r 
qualunque sia il rapporto dell'angolo DAP 
all'angolo PAN, il canto DAMP sarà uel 
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medesimo rapporto col canto PÀMN ; dun- 
que 1' angolo NAP può esser preso per la 
misura del canto PAMN , o dell'angolo che 
fanno fra loro i due piani MAP , MAN . 

Scolio. Quando due piani si traversano 
scambievolmente, si formano quattro angoli 
di cui gli opposti sono ugnali, e due adia- 
centi equivalgono a due angoli retti; dunque 
se un piano è perpendicolare ad un altro, 
questo secondo è pure perpendicolare al pri- 
mo. Parimente nell'incontro dei piani paral- 
leli con un terzo pianò, si avranno le mede- 
sime uguaglianze d' angoli e le medesime pro- 
prietà che nell'incontro dì due linee paralle- 
le con una terza linea. 

PROTOSIZIONE XVII. 

TEOREMA 

'Si- Essendo la linea AP perpendicolare al piano 
MN, ogni piano APB condotto per AP sarà, 
perpendicolare al piano MN. 

Sia BC l'intersezione dei piani AB, MN; 
se nel piano MN si conduce DE perpendico- 
lare a BP, la linea AP, essendo perpendi- 
colare al piano MN sarà perpendicolare a 
ciascuna delle due vette BC, DE; ma l'an- 
golo APD formato dalle due perpendicolari 
PA, PD all' intersezione comune BP è l'an- 
golo dei due piani AB, MN ; dunque, poi- 
ché quest'angolo è retto, i due piani sono 
perpendicolari fra loro . 

Scolio. Quando tre rette come AP , BP , 
DP sono perpendicolari fra loro , ciascuna 
di queste linee è perpendicolare al piano 
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dell* altre due , e i tre piani sono perpendi- 
colari fra loro. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA 

Se il fiato APE è perpendicolare al piano 
MN, c se si conduca nel piano AFE la li ea, 
PA perpendicolare all' intersezione comune PB, 
dico che PA «irà perpendicolare al pia: .0 MN. 

Poiché, se nel piano MN si conduce DP 
perpendicolare a PB, I' angolo AFD sarà ret- 
to, giacché i piani sono perpendicolari fra 
loro: dunque la linea AP è perpendicolare 
alle due rette PB, FD- dunque è perpendi- 
colare al loro piano MN. 

Corollario. Se il piano AB è perpendico- 
lare al piano MN, e per un punto P dall'in- 
tersezione comune si alza una perpendicola- 
re al piano MN : dico che questa perpendi- 
colare sarà nel piano AB. poiché se non vi 
fosse , si potrebbe condurre nel piano AB la 
perpendicolare AP all' intersezione comune 
BP, la quale sarebbe nel medesimo tempo 
perpendicolare al piano MN : dunque al me- 
desimo punto P vi sarebbero due perpendi- 
colari al piano MN, il che è impossibile. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA 
Se due piar.i AB , AD sono perpendicolari F 
a un terzo MN, la loro intersezione comune 
AP sarà perpendicolare a questo terzo piano. 

Poiché, se per il punto P si alza una per- 
pendicolare al piano MN, questa perpendi- 
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polare deve trovarsi a un tempo nel piano AB 
\ nel piano AD , dunque è la loro comune 
«osrsezìorje AP. 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA 

F..19S. .le un angolo solido è formilo da tra angoli 
piani, ia somma di d. e q antique di questi an- 
goli sarà maggiore del terzo. 

Non v'è bisogno di dimostrare la proposi- 
zione, se non quando uno degli angoli pia- 
ni è' maggiore di ciascuno degli altri due. 
Sia dunque l'angolo solido S formato da tre 
angoli piani ASB, ASC, BSG, e supponia- 
mo che l'angolo ASB .-ia il più grande di 
essi; dico die «ara ASB<ASC-»-BSC . 

Nel piano ASB fate l'angolo BSD^BSC, 
tirate a piacere ADB; e avendo preso SC= 
SD, tirare AC, EG. 

I duo lati BS , SD sono uguali ai due BS 
SC, l'angolo ESD=BSC , dunque i due 
.triangoli BSD, BSC sono uguali.; dunque 
BD—EC . Ma AB<AC->-BC, togliendo da 
una parte BD, dall'altra BC, resterà AD<AG. 
I due lati AS, SD sono uguali ai dui: AS> 
SC, il terzo AD è minore del terzo AC; 
*-r.«o. dunque * l'angolo ASD<ASC . Asjgiungen- 
L - 1 - do BSD=BSC, si avrà ASD+BSD , o ASB 
<ASG-hBSC . 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA 

F.i 9 fi. f- a somma degli angoli piani che formano art 
angolo solido è sempre minore di quadro ango- 
li retti. 
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Tagliate l'angolo solido S con un piano, 
qualunque AECDE; da un punto O presofn 
queso piano conducete a tutti gli anguille 
lince OA, OB, OC, OD, OE . ' r 

Gii angoli di tutti i triangoli ASB, ESC, 
ec. formati intorno alla sommità S, pruni in- 
sieme, equivalgono a tutti gli angoli d'un 
simil numero di triangoli AOB , EOC , ec , 
formati intorno la sommità O. Ma al punto 
B gli angoli AEO, OEC presi insieme fan- 
no l'angolo ABC minore della semina digli 
augoli ÀBS, SBC *; parimente al punto C 
si ha BCO-; OCD<BCS-rSCD , e così a 
tutti gli angoli del poligono AECDE. Segue 
da ciò che nei triangoli la di cui sommiti è 
in O tutti gii angoli alla base presi insieme 
sono minori di tutti gii angoli alla ba^e dei 
triangoli la di cui sommità è in S ; cluxque 
in compensazione la somma degli angoli for- 
mati intorno al punto O è maggiore della 
somma degli angoli intorno al punto S.JMa | a 
somma dt-gli angoli intorno al punto Oè'ugiu- 
le a quattro angoli retti ; dunque la somma ne- 
gli angoli piani che formano, l'angolo solido 
S è minore di quattro angoli retti . 

Scolio. Questa dimostrazione suppone che 
l'angolo solido sìa convesso, ossia che il pia- 
no d' una faccia prolungato non pos-a mai 
tagliare l'angolo solido; se fosse altrimenti, 
la somma degli angoli piani non avrebbe più 
limiti, e potrebbe essere d'una grandezza 
qualunque. 



i68 LIBRO V. 



PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA 

'97- Se due angoli solidi sn-o composti di tre an- 
goli piani respeuhs.ma.te ugnali, i pia i nei- 
quali so::o gli angoli uguali saranno ugualmen- 
te inclinati fra loro. 

Sia l'angolo ASG=DTF , l'angolo ASB= 
DTE, e l'angolo BSC=ETF; die» che i due 
piani ASC, ASB avranno fra loro la mede- 
sima inclinazione dei due piani DTP, DTE. 

Avendo preso SB a piacere, conducete BO 
perpendicolare al piano ASC; dal punto O 
dove questa perpendicolare incontra il piano 
conducete OA,OC nerpcndicolari sopra SA, 
SC; tirate SO, AB, BG ; prendete dipoi 
TE=SB; conducete EP perpendicolare su' 
piano DTP; dal ponto P conducete PD , PF 
perpendicolari sopra TD , TF; infine tirate 
TP, DE, EP. 

Il triangolo SAB è rettangolo in A , e il 

. e triangolo TDE in D *, e poiché V angolo 
ASB=BTE, si ha pure SBA=TED . D'al- 
tronde SB— TE : dunque il triangolo SAB è 
uguale al triangolo TDE ; dunque SA=TD, 
e AB=DE. Si dimostrerà similmente che 
SC=TF , e BC=EF. Posto ciò, il quadri- 
latero SAOG è uguale al quadrilatero TDPF; 
poiché ponendo 1' angolo ASC sul suo ugua- 
le DTF, a cagione dì SA=TD, e SG— TF, 
il punto A cadrà in D, e ii punto C in F. 
Nel medesimo tempo AO perpendicolare a 
S Accadrà sopra DP perpendicolare a TD , 
e parimente OG sopra PF ; dunque il punta 
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O cadrà sul punto P, e a avrà AO— DP-. 
Ma i triangoli AOB , DPE sono rettangoli 
in O e P ,. 1* ipotenusa AB- -T>E, e il lato 
AO=DP; dunque que ti triangoli sono ugua- 
li; dunque l'angolo OAB=PDE. L' aneolo 
OAB è F inclinazione dei due piani ASB , 
ASC, l'angolo PDE è quella dei due piani 
DTP, DTE; dunque queste due inclinazio- 
ni sono ugnali fra loro. 

Bisogna ossersare nonostante che l'angolo 
A del triangolo rettangolo OAB non è pro- 
priamente l'inclinazione dei due piani ASB, 
ASC, se non quando la perpendicolare BO 
cade per rapporto a SA dalla medesima par- 
te di SG; se cadesse dall'altra parte, allora 
l'angolo dei due piani sanube ottuso, c uni- 
to all'angolo del triangolo OAB farebbe due 
angoli retti. Ma nel medesimo caso, l'ango- 
lo dei due piani TDE , TDF sarebbe pari- 
mente ottuso, e unito all'angolo D del trian- 
golo DPE farebbe due angoli retti ; dunque 
siccome l'angolo A sarebbe sempre uguale a 
D, sì conchiuderebbe parimente che l'incli- 
nazione dei due piani ASB, ASC è uguale 
a quella dei due piani TDE, TDF. 

Scolio. Se due angoli solidi sono composti 
di tre angoli piani respfttiva mente uguali, 
e se nel tempo etesso gli angoli uguali o 
omologhi sono disposti ridia stessa maniera, 
nei due angoli solidi , allora questi angoli 
solidi saranno uguali, e posti l'uno sull'al- 
tro coincideranno. In fatti si è già veduto 
che il quadrilatero SAOC pub esser, situato 
sul suo uguale TDPF ; coti situando SA so- 
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j>ra TD, SC cade sopra TF, e il punto O 
sul punto I 1 . Ma a cagione dell'uguaglianza 
dei triangoli AOE, DPE, la OB perpendi- 
colare al piano ASC è uguale alla TE per- 
pendicolare al piano TDF; di più queste per- 
pendicolari sono dirette nel medesimo senso ; 
dunque il punto B cadrà sul punto E, la li- 
nea SB sopra TE, e i due angoli solidi coin- 
cideranno intieramente l'uno coli' altro. 

Questa coincidenza però non ha luogo se 
non in quanto gli angoli piani uguali sono 
disposti nella medesima maniera nei due ango- 
li solidi; poiché se gli angoli piani uguali 
fossero disposti in un ordine inverso , o , il che 
torna lo stesso , se le perpendicolari OB , PE 
invece d' esser dirette ne! medesimo senso 
per rapporto ai piani ASC , DTF , fossero 
dirette in senso contrario , ailora sarebbe im- 
possibile di far coincidere i due angoli soli- 
di l'uno coli' altro. Non sarebbe però meno 
vero , '-jJòn forni e al teorema, che i piani nei 
quali sono gli angoli uguali sarebbero ugual- 
mente inclinati fra loro; talmente die i due 
augoli solidi sarebbero uguali in tutte le lo- 
ro partì costituenti, senza però potere esse- 
re soprapostt. Questa specie d'uguaglianza, 
che non è assoluta o di sopraposizione, me- 
rita d'esser distinta con una denominazione 
particolare : noi la chiameremo uguaglianza 
per simmetria. Così chiameremo angoli ugua- 
li per simmetria , o semplicemente angoli sim- 
metria i due angoli solidi di cui si tratta , 
che sono formati da tre angoli respett iva men- 
te, uguali ma disposti in un ordine inversa. 
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£»■ medesima osservazione si applica agli 
«igoli solidi formati di più di tre angoli pia- 
ni : così un angolo solido formato dagli an- 
goli piani A, B,C,D, E e un altro ango- 
lo solido formato dai medesimi angoli in un 
ordine inverso A, E, D, G, B possono es- 
sere tali che i piani nei quali sono gli an- 
goli uguali siano ugualmente inclinati fra lo- 
ro. Questi due angoli solidi,, «he sarebbero 
uguali senza die fosse: possìbi'e la soprapo.-i- 
ziotie, si chiameranno angoli uguali, ver sim* 
jnetria , o angoli- simmetrici. 

Nelle figure piane non v'è uguaglianza per 
simmetrìa-, senza che vi sia ne] tempo stesso 
uguaglianza assoluta, o di. sopraposizione ; la 
ragione n'è che si può rovesciare una figura 
piana , e prendere indifferentemente il disopra 
per il di sotto : accade, di versamenti- nei solidi. 
PROPOSIZIONE: XXIII. 

PKOHjUvM A 

Esse- do dati i tre angoli piani che formano ..p 
un angolo solido, trovare con una costruzione- 
piaiia V angolo che d^e di questi piani fanno fra 
loro . 

Sia S l' angolo solido già costruito , nel qua- 
le si conoscono i tre angoli ,:'-ni A(f B.ASC, 
BSC ■■ si cerca l'angolo che fanno ri lorrT 
due di questi piani , per esempio , i piar.i ASB, 
ASC. 

Invaginiamo che si sia fatta- nell' angolo so- 
lido la stessa costruzione del teorema prece- 
dente, l'angolo OAB sarebbe 1* angolo richie- 
sto.. Si tratta dunque di trovare il medesimo, 



iva LIBRO V. 

angolo con una costruzione piana o fatta so- 
pra un piano. 

A tal oggetto fate sopra un piano gli an- 
goli B SA, ASC, B"SC, uguali agli angoli 
BSA, ASC , BSC della figura solida -, prende- 
te B'S, e B S uguali eiascuno a BS della fi- 
gura solida: dai punti B', e B" abbassate B'A 
e B"C perpendicolari sopra SA c SC , che 
n'incontrino in un punto O. Dal punto A co- 
me centro , e coi raggio AB' descrivete la 
mezza-circonferenza BI5E, al punto O alza- 
te sopra AO la perpendicolare OB che in- 
contra la circonferenza in B , tirate AB , e 
l'angolo EAB sarà l' inclinazione cercata dei 
due piani ASC, ASB nell'angolo solido. 

Tutto si riduce a far vedere che il trian- 
golo AOB della figura piana è uguale al 
triangolo AOB della figura solida. Ora i due- 
triangoli ESA, BSA .sono rettangoli in Ai 
gli angoli in S sono uguali : dunque gli an- 
goli in B e B' sono parimente uguali . Ma 
l'ipotenusa SB' è uguale all'ipotenusa SB ; 
dunque questi triangoli sono uguali: dunque- 
SA della figura piana è ugnale a SA della- 
iìgura solida, ed anche AB' o la sua uguale 
AB nella figura piana è uguale ad AB nel- 
la figura solida. Si dimostrerà pure che SG è 
ugnale dalle due parti ; d' onde ne segue che 
il quadri ìatero SAOC è uguale in ambedue 
le figure, e che così AO della figura piana 
è uguale ad AO della figura solida; dunque 
riell una e nell' altra i triangoli rettangoli 
AOB hanno 1' ipotenusa uguale e un lato 
uguale ; dunque sono uguali, c 1' angolo EAB 
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«ovato colla costruzione piana è ugnale all'in- 
clinazione dei due piani SAB, SAG nell'an- 
golo solido . 

Quando il punto O cade fra A e B' nella 
figura piana, l'angolo E AB diventa ottuso, 
ti misura sempre la vera inclinazione dei pia- 
ni. Perciò si è indicata con EAB e non con 
OAB l'inclinazione richiesta, affinchè la me- 
desima soluzione convenga a tutti i casi san- 
sa eccezione . 

Scotio , Si potrebbe dimandare , se pren- 
dendo tre angoli a piacere , si potrà forma- 
re un angolo solido con questi tre angoli 
piani . 

Primieramente bisogna che la somma dei 
tre angoli dati sia minore di quattro angoli 
reni senza di che l'angolo solido non può 
esser formato: bisogna di pifi che dopo aver 
preso due degli angoli a piacere B'SA , ASC , 
il terzo CSB' sia tale che la perpendicolare 
B"G al lato SC incontri il diametro B'E fra 
le sue estremità B' ed E. Onde i limiti del- 
la grandezza dell' angolo CSB" sono quelli 
■che fanno andare la perpendicolare B C ai 
punti B' -ed E. Da questi punti abbassate so- 
pra SC le perpendicolari B'I , EK, che in- 
contrino in I e K la circonferenza descritta 
col raggio SB", « i limiti dell'angolo CSB" 
saranno CSI e CSK*. 

Ma nel triangolo isoscele B'Sl, essendo la 
linea SC perpendicolare alla base B'1, si ba 
1* angolo CSI=€SB'=ASC-t-ASB . E nel 
triangolo isoscele ESK, essendo la linea SC 
perpendicolare ad EK a si ha l'angolo CSK« 
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'CSE . TY altronde , a' cagione dei triarjgriS 
uguali A SE, ASB', l'angolo ASE— ASB'< 
duntjue CSE o CSK=ASC-ASB' . 

Risulta da ciò che il problema sarà possi- 
bile ogni volta -che ilterzo angolo CSB" sa- 
rà minore di-Ila somma degli altri due ASC, 
A'SB', e maggiore della loro differenza ; con- 
dizione clie si accorda col teorema 20 . poi- 
ché in virtù di un tal teorema bisogna die 
sì abbia CSB' <APCm-ASB'; bisogna pure 
che sia ASC<CSB"h-ASE',o CSB'>ASC 
—ASB' . 

PROPOSIZIONE XXIV. 

PROBLEMA 

F. 198. Essenio dati due dei tre angoli piani -che 
formano un angolo solido , coW ai.goh de i lo- 
ro piar i fanno, fra loro , trovare il terzo ango* 

10 pia.'O . 

Siano ASC, ASB' i due angoli piani dati, 
e supponiamo per un momento che CSB" sia 

11 terzo angolo che si cerca: allora, facendo 
la medesima eo-truzione del problema prece- 
denti:, 1 angolo compreso tra piani dei due 
primi sarebbe EAB. Ora nello stesso modo 
che si determina l'angolo EAB col mezzo 
di CSB" essendo dati gli altri due, copi si 
può determinare CSB" col mezzo di EAB » 
il eli" risolverà il problema proposto. 

Avendo preso SB' a piacere, abbassate 
s^pra SA la n^nx-udieulare indefinita B'E, 
fate 1 angolo EAB ugnale all' angolo dei due 
piani dati, dal punto E ove il lato AB in- 
contra la circonferenza descritta dal centro 
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A e col raggio AB' abbassate sopra AE Ja 
perpendicolare BG, e dal punto O abbassa- 
te sopra. SG la perpendicolare indefinita OCB", 
che terminerete in B'' in modo che SB"— SB'; 
1* angolo CSB" sarà il terzo angolo piano ri- 
chiesto . 

Perchè se si facesse un angolo solido coi 
tre angoli piani B'SA, ASC, CSB", i' in- 
clinazione dei piani ove sono gli angoli da- 
ti ASB', ASC sarebbe ugnale all' angolo da- 
to E AB. 

Scolio, Se un angolo solido è quadruplo, o f.i 
formato da quattro angoli piani ASB, BSC, 
CSD,D5A, la cognizione di questi angoli 
non basta per determinare le inclinazioni 
scambievoli dei loro piani ; poiché coi me- 
desimi angoli piani si potrebbe formare no. 
infinità d'angoli solidi. Ma se si aggiunge 
una condizione, per esempio, se è data l' in- 
clinazione dei due piani ASB , BSC , allora 
l'angolo solido è intieramente determinato, 
e si potrà trovare l'inclinazione di due qua- 
lunque dei suoi piani . In fatti imaginate un 
angolo solido triplo formato degli angoli pia- 
ni ASB , BSC , ASC ; i due primi angoli so- 
no dati, come pure l'inclinazione dei loro 
piani; sì potrà dunque determinare col pro- 
blema presente il terzo angolo ASC. Dipoi, 
se si considera l'angolo solido triplo formato 
dagli aneoli piani ASC , A SD , DSC , que- 
sti tre angoli sono cogniti, onde I angolo so- 
lido è intieramente determinato. Ma l'ango- 
lo solido quadruplo e formato dalla riunione 
dei dne angoli solidi tripli di cui parliamo : 
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dunque, poiché questi angoli parziali son no- 
ti e determinati, l'angolo totale sarà pari- 
mente noto e determinato. 

li' angolo dei due piani ASD , DSC si tro- 
verebbe immediatamente col mezzo del se- 
condo angolo solido parziale . In quanto all'an- 
golo dei due piani BSC, CSD, bisognereb- 
be in un angolo solido parziale cercare l'an- 
golo compreso fra i due^piani BSC, ASC, e 
nell' altro l'angolo compreso fra i due piani 
ASC, DSC; la somma di questi due angoli 
sarebbe 1 angolo compreso fra i piani BSC , 
DSC . 

Si troverà nella stessa maniera , che per 
determinare un angolo solido quintuplo, bi- 
sogna conoscere, oltre i cinque angoli piani 
che lo compongouo, due delle inclinazioni 
scambievoli dei loro piani. Ne bisognerebbe- 
ro tre nell* angolo solido sestuplo , e così in 
seguito. 
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I POLIEDRI 



DEFINIZIONI 

i. Si chiama solido poliedro, ò semplicemen- 
te poliedro ogni solido terminato da piani o 
■ faccio piane. (Questi piani sono necessaria- 
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mente terminati da lìnee rette.) Si chiama in 
particolari- tetraedro il solido che ha quattro 
faccie essaedro quello che ne ha sei; ottae- 
dro quello che ne ha otto; dodecaedro quello 
che ne ha dodici; icosaedro quello che ne 
ha venti , ec. 

Il tetraedro è il poliedro più semplice , 
perchè Insognano almeno tre piani per for- 
mare un angolo solido, e questi tre piani Li- 
sciano un vuoto che deve esser chiuso da 
un quarto piano . 

a. L' intersezione sformine di due faccio 
a-diacenti d' un poliedro si chiama lato o co- 
stola del poliedro. 

3. Si chiama poliedro regolare quello di cui 
tutte le faccie sono poligoni regolari, ugua- 
li, e di cui tutti gli angoli solidi sono ugua- 
li fra loro . 

4. Il prisma è un solido compreso da di- 
versi piani, di cui due opposti sono uguali 
e paralleli e gli altri sono parallelogrammi. 

Siano per esempio i due poligoni uguali F 
ABCDE, FGHIK situati in piani paralleli in 
maniera che i lati uguali siano nel temp» stes- 
so paralleli; se si conduce un piano per i la- 
ti uguali e paralleli AB , FG , la figura ABGF 
sarà un parallelogrammo; sarà lo stesso dell'ai- 
ire faccie BCHG, CDIH.ec. e il solido così 
formato sarà un prisma, 

5. I poligoni uguali e paralleli ABCDE, 
FGHIK , st chiamano le basi del prisma , le 
altre faccie prese insieme costituiscono ciò 
che sì chiama la superficie laterale , o conves- 
sa del prisma . 
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6. L' altezza d' un prisma è la perpendico- 
lare compresa ira i piani delle due sue basi. 

7. Un prisma è retto, quando ì lati AF, 
BG, ec, sono perpendicolari ai piani delle 
basi; allora cia.-cuuo di questi lati è uguale 
all'altezza del prisma. In ogni altro caso il 
prisma è obliquo e l'altezza è minore del lato. 

8. Un prisma è triangolare, quadrangolare, 
pentagono , esagono ec. secondo che la base è 
un triangolo, un quadrilatero, un pentagono, 
un esagono, ec. 

F.aos. 9- Il prisma che ha per base un paralle- 
logrammo ha tutte le sue faccie parallelo- 
grarmne ; e si chiama parallelepipedo . 

Il parallelepipedo è rettangolo quando tutte 
le sue faccie sono rettangoli . 

10. Tra i parallelepipedi rettangoli si di- 
stìngue il cubo o essaedro regolare compreso 
da sci quadrati uguali . 

F.aoi. 11. La piramide è il solido che vìen for- 
mato quando più piani triangolari si riuni- 
scono da una parte in un medesimo punto S, 
e dall' altra terminano a un medesimo piano 
ABCDE . 

II polìgono ABCDE si chiama la base del- 
la piramide, il punto S ne e la sommità, e 
il complesso dei triangoli ASB, BSC, ec. for- 
ma la superficie convessa della piramide. 

12. L' altezza della piramide è la perpen- 
dicolare abbassata dalla sommità sul piano 
della base, prolungato se bisogna. . ■'" 

13. La piramide è triangolare, quadrango- 
lare ec. secondo che la base e un triangolo» 
un quadrilatero, ec. 1. 
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14. Una piramide è regolare quando la-ba- 
se è un poligono regolare, e nel tempo stes- 
so la perpendicolare abbacata dalla sommità 
sul piano della base passa per il di lei centro. 
Questa linea si chiama allora V asse della pi- 
ramide . 

15. Diagonale d'un poliedro è ia linea con- 
dotta da un angolo a un altro. 

16- Chiamerò poliedri simmetrici due polie- 
dri che hanno una base comune, e che sono 
costruiti similmente, uno al di sopra del pia- 
no di questa base, l'altro al di sotto , in mo- 
do che gli angoli solidi omologhi siano si,tna- 
: ti a uguali distanze dal piano della base so- 
pra una medesima retta perpendicolare a que- 
sto piano. 

Per esempio , se la retta ST è perpendìeo- *f 
lare al piano ABC, e se nel punto O ove 
incontra •questo piano sia divisa in due parti 
uguali, le due piramidi S\BC, TABC che 
hanno la base comune A.BC saranno due po- 
liedri simmetrici 

Due piramidi triangolari sono simili 
quando hanno dùe faccie respetti va mente si- 
mili, similmente poste ed ugualmente incli- 
nate fra loro. 

Così, supponendo gli angoli ABC=DEF, F 
BÀ'C— EDF , ABS=DET , BAS— EDT , se 
in oKre l'inclinazione-, dei piani ABS, ABG 
è ugnale a quella dei loro omologhi DTE, 
DEF, le piramidi SABC , TDEF saranno si- 
mili. 

18. Avendo formato un triangolo con tre 
angoli presi sopra una medesima faccia o ha- " 
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se d'un poliedro, sì pub iniaginare che i dif- 
ferenti angoli solidi del poliedro fuori del pia- 
no di questa base siano le sommità di tante 
piramidi triangolari che hanno per base co- 
mune i! triangolo indicato, e ciascuna di que- 
ste piramidi determinerà la posizione di cia- 
scun angolo solido del poliedro per rapporto 
alla base. Posto ciò: 

Du - poliedri sono simili quando avendo ba- 
si simili, gli angoli solidi omologhi fuori di 
queste basi sono determinati da piramidi 
triangolari rispettiva tue nte simili. 

A. B. Tutti i poliedri che noi consideriamo 
son poliedri cogli angoli in fuori; o poliedri con- 
vessi. Chiamiamo cos'i quelli la di cui superiicis 
non può esser incontrata da una linea retta in pià 
di due punti- In questa specie di poliedri il pia- 
no d' una faccia prolungato non può tagliare il so- 
lido ; è dunque impossibile che il poliedro sia in 
parte al di sopra del piano d'una faccia, in par- 
te al di sotto , esso è tutto da una medesima par-. 
te di un tal piano. 

PROPOSIZIONE L 

TEOREMA 

Due poliedri non possono avere i medesimi 
angoli, e in numero ugnile senza coincidere 
l'uno coli' altro. Per angoli s'intendono qui 
i punti situati alle loro sommità . 

Poiché, supponiamo uno dei poliedri già 
«ostruito; se si vuol costruirne aa altro ch« 
abbia Ì medesimi angoli e in numero uguale, 
bisognerà che i piani di questo non passino 
tutti per i medesimi angoli per cui passano nel 
primo, senza di che non differirebbero l' uno- 
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dall'altro: ma allora è chiaro che alcuni del 
nuovi piani taglierebbt.ro il primo poliedro; vi 
sarebbero degli angoli solidi al di sopra di 
questi piani e degli angoli solidi al di sotto, 
il die non può convenire a un poliedro con- 
vesso: dunque se due poliedri hanno i mede- 
fimi angoli e in numero uguale, devono ne- 
cessariamente coincidere. «4. 

Scolio. Essendo dati di posizione i punti A, B, 
C, K, ec. che devono servire d' angoli solidi 
a un poliedro, è facile descrivere il poliedro. 

Scegliete prima tre punti vicini D, E, H 
tali che il piano DEH passi, se ciò ha luo- 
go, per dei nuovi punti K, C, ma lasci tutti 
gli altri da una medesima parte, tutti al di 
eopra del piano 0 tutti al di sotto. Il piano 
DEH o DEHKC così determinato sarà una 
faccia del solido. Per uno di questi lati EH, 
conducete un piano che farete girare finché 
incontri un nuovo angolo F, o gin insieme 
F, I : avrete, una seconda faccia che sarà 
FEH o FEHI- Continuate così facendo pas- 
sare dei piani per i lati trovati finché il so- 
lido sia terminato da tutte le parti - questo sò- 
lido sarà il poliedro richiesto, perchè non ve 
ne sono due che possano pas;are per i mede- 
simi angoli . 

PROPOSIZIONE n. 

TEOREMA 

Due poliedri simmetrici hanno lefaccie omo- f, ao5. 
toghe respettivamentc uguali, e V inclinazione 
dì duefaccie adiacenti in un poliedro è uguale 
all'inclinazione delle /accie omologhe nell' altro. 
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Sia ABCDE la base comune ai due polie-- 
dri siano M e N due angoli solidi qualun- 
que d'uno dei poliedri, M' e N' gli angoli 
omologhi dell'altro poliedro ; bisogner> , fe- 
condo la definizione, ohe ie retto MM', KN' 
siano perpendicolari al piano ABC i- siano di- 
vise in due parti uguali ai punii m e n ove 
incontrano questo piano. Posto ciò, dico che 
la distanza MN è uguale a M'N'. 

Poiché, se ri fa girare il trapezio mWN'n 
intorno a mn finché il suo piano si applichi 
sul piano nzMNn , a cagione degli angoli ret- 
ti in m e in n, il lato wM' cadrà *ul suo 
uguale mM, e nN' sopra nS; dunque i due 
trapezj coincideranno, e si avrà MN=M'N'. 

Sia P un terzo angolo dèi, poliedro mi per io- 
re , e P' il mio omologo nell'altro, si avrà 
pure MP=MP', e NP=N'P'; dunque il 
triangolo MNP che unisce ire angoli qua inique 
del poliedro superiore è ugna » al triangolo 
M'N'P che unisce i tre angoli omo:oghi deiL'al-- 
tro poliedro. 

Se tra questi triangoli si considerano sol- 
tanto quelli che mjho formati alla superficie 
dei poliedri, si può già conchiudere che le 
superficì dei due poliedri sono composte d'un 
ni! derimo numero di triangoli respettivamente . 
uguali. 

Dico adesso che se alcuni triangoli sono 
in un medesimo piano sopra una superficie, e 
formano una medesima faccia poligona , i 
triangoli omologhi saranno in un medesimo, 
piano sopra l'altra superficie,, e formeranno, 
una facci* poligona uguale ■■. 
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In fatti siano MPN , NPQ due. triangoli 
• ad ialiti) ti che *i suppongono in uno stesso pia- 
no, e >iano M'P'N', N'P'Q' i loro omologhi . 
Si ha l'angolo MNP=M'N'F, l'angolo PNQ 
«sàPN'Q'; e 8e si tirano MQ e M'Q' il trian- 
golo BtfJQ sarebbe ugnale a M'N'Q', perciò 
si avrebbe l'angolo MNQ=M'K'Q'- Ma, poi- 
che MPNQ e un solo piano, si ha l'angolo 
]VINQ=MNIWPNQ . Dunque si avrà pure 
HTv\»'=M , N P'-t -P'N'Q'. Or se i tre piani 
M'N'P', P'N'Q 1 , K'N'Q'non fossero confusi.. in 
un solo, questi tre piani formerebbero nn ango- 
lo solido , e si avrebbe-* l'angolo M'N'Q'-< * 
MUT'-+P'N'Q'- Dunque, poiché questa con- 
dizione non ha luogo , i due triangoli M'N'P*, 
P'N'Q' sono in un medesimo piano. 

Segue da ciò che ciascuna faccia o trian- 
golare o poligona d'un poliedro corrisponde 
a una faccia uguale nell'altro, e che perciò 
i due poliedri sono compresi da un medesi- 
mo numero di piani lespettivamente uguali. 

Resta a provare che 1* inclinazione di due 
faccie adiacenti qualunque in uno dei polie- 
dri è uguale all'inclinazione delle due fac- 
cie omologhe nell'altro. 

Siano MPN, NPQ due triangoli formati 
sulla costola comune NP Bei piani di due 
faccie adiacenti; siano M'P'N', N'P'Q' i lo- 
ro omologhi : ai può concepire in N un an- 
golo solido formato dai tre angoli piani MNQ, 
MNP, PNQ, e in N' un angolo solido for- 
mato dai tre M'N'Q', MOT, P'N'Q'- Ora 
questi angoli piani sono respettivamente tigna- 
li; dunque l'inclinazione dei due piani MNP, 
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PNQ è uguale a quella' dei loro omologhi 
MW.r'N'Q'. 

Dunque nei poliedri simmetrici le faccie 
sono respetti v amente uguali, come pure le in- 
clinazioni dei loro piani . 

Corollario- Poiché le parti costituenti d'un 
solido, angoli, lati, inclinazioni di faccie 
sono uguali alle parti costituenti dell'altro, 
si può conchiudere che due poliedri simme- 
trici sono uguali sebbene rum possono essere 
sopraposti. Perchè non v' è aitra differenza 
nei due solidi se non quella della po-izione 
delle parti , la quale non è essenziale alla 
grandezza di queste parti medesimi; . 

Scolio. Si può osservare che gli angoli so- 
lidi di un poliedro sono simmetrici cogli an- 
goli solidi dell' altro poliedro: poiché b t - l'an- 
golo solido N è formato dai piani MNP , 
PNQ, QNR, ec. il suo omologo N'è forma- 
to dai piani W'N'P', P'N'Q', Q'N'R', ec. ; 
questi sono disposti nel medesimo ordine de- 
gli altri . Ma siccome i due angoli solidi so- 
no in una situazione inversa 1' uno per rap- 
porto all'altro, ne segue che la disposizione 
reale dei piani che formano 1' angolo solido 
N'è l'inversa di quella che ha luogo nell'an- 
golo omologo N. D'altronde le inclinazioni 
dei piani consecutivi, sono ugnali nell'uno e 
nell'altro angolo solido. Dunque gli augoli 
solidi sono simmetrici l'uno coli' altro. Ve- 
dete lo seolio della prop. XXII. , lib. V. 

Quest' osservazione prova che un poliedro 
qualunque non può avere che un solo po- 
liedro simmetrico. Poiché se si costruisse so- 
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pra un altra base un nuovo poliedro simme- 
trico col poliedro dato, gli angoli solidi di 
questo sarebbero sempre simmetrici cogli an- 
goli del poliedro dato. Dunque sarebbero u- 
guali a quelli del poliedro simmetrico costrui- 
to sulla prima base . D' altronde le fàccie omo- 
loghe sarebbero sempre uguali. Dunque i po- 
liedri simmetrici costruiti sopra una base o 
sopra un altra avnbbero le faccie uguali, e 
gli angoli solidi uguali ; dunque coincidereb- 
bero mediante la sopraposizione, e formereb- 
bero un solo e medesimo poliedro. 

PROPOSIZIONE III, 

TEOREMA 

Due prismi sono uguali allorché hanno un 
angolo solido compreso fra tre piani respetti' 
vamente uguali e similmente posti-. 

Sia la base ABGDE uguale alla base f 
abede, il parallelogrammo ABGP uguale al 
parallelogrammo abgf, e il parallelogrammo 
BCHG uguale al parallelogrammo bckg; di- 
co che il prisma ABGI sarà ugnale al prisma 
alci. 

Poiché, sia situata la base ABCDE sulla 
sua uguale abede, queste due basi coincide- 
ranno; ma i tre angoli piani che formano 
V angolo solido B sono respetti vamente' ugna- 
li ai tre angoli piani che formano l'angolo 
solido b, cioè ABC^abc, ABG=abg, e 
GBG=gbc, di più questi angoli sono simil- 
mente posti ; dunque gli angoli solidi B e 6 
sono uguali, e per conseguenza il lato BG 
cadrà sul suo uguale bg. Si vede pnre-che 
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a cagione dei parallelogrammi uguali ABGF» 
àbgf, il lato GF cadrà sul suo uguale stf*,,e 
similmente GH sopra gh; duuque la base su- 
periore FGHIK coinciderà intieramente colla 
sua uguale J'gkik, e i due solidi saranno con- 
fusi in un solo , poiché avranno i medesimi 
• P.i. angoli solidi *. Dunque due prismi sono u- 
guaii ec. 

Scolio. Un prisma è intieramente determi- 
nato quando si conosce la sua base ABCDE» 
ed è data la costola BG di grandezza e di 
posizione. Poiché, se per il punto G si con- 
duce GF uguale e parallela ad AB, GH ugua- 
le e parallela a BG , e se nel piano FGH pa- 
rallelo ad ABC si descrive il poligono FGHIK 
uguale ad ABCDE > è chiaro che saranno 
determinati tutti gli angoli del prìrma. Dun- 
que due prismi costruiti colli stessi dati non 
possono essere disuguali ; il die conferma la 
proposizione che abbiamo dimostrato. 
PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA 

In ogni parallelepìpedo i piani opposti sona 
uguali e paralleli • 
j a0 6 Poiché, secondo la definizione di questo 
* solido, le basi ABCD, EFGH sono paralle- 
logrammi uguali, e i loro lati sono paralleli; 
resta dunque a dimostrare che la medesima 
cosa, ha luogo per due facete laterali opposte 
come AEHD, BFGG. Ora AD è uguale e 
parallela a BC, giacché la figura ABCD è 
un parallelogrammo ; «per una simil ragione 
AE é ugnale e parallela a BF . Dunque l'an- 
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golo DAE è aguale all'angolo CUF ■*, e il 
piano DAE parallelo a CBP. Dunque anche L - 
il parallelogrammo DAEH è uguale al paral- 
lelogrammo CBFG . Si dimostrerà del pari 
che i parallelogrammi ABFE, DGGH sono 
uguali e. paralleli . Dunque in ogni paralle- 
lepipedo ec. 

Corollario . Poiché il' parallelepipedo e un 
solido compreso da sei piani di cui gli op- 
posti sono uguali e paralleli, ne segue che 
una faccia qualunque e la sua opposta pos- 
sono essere prese per le basi del parallelepi- 
pedo. 

Scolio. Essendo date tre rette AB, AE, 
AD non. situate nello stesso piano e che fac- 
ciano fra loro degli angoli dati, si può sa 
queste tre rette costruire un parallelepipedo 
AG ; a tal effetto bisogna condurre dall' estre- 
mità di ciascuna, retta, un piano parallelo al 
piano dell' altre due, cioè per il punto B un 
piano parallelo a DAE , per il punto D un 
piano parallelo a BAE , e p?r il punto E un 
piano parallelo a BAD. Gli incontri scam- ' 
bievoli di questi piani formeranno il paralle-, 
lepipedo richiesto AG.. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA 

In ogni paralle- epipedo gli angoli solidi op- P 
posti sono s'immettici , e le diagonali condotte 
da questi angoli si tagliano scambievolmente 
in due parti uguali . 

Paragoniamo, per esempio, l'angolo soli- 
do A al suo opposto G: l'angolo EAB ugua- 
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le ad ETB è pure uguale a HGC , l'angolo 
DAE=DHE=CGF , e 1' angolo DAB= 
I)CB=HGF . Dunque i tre angoli piani che 
formano l'angolo solido A sono respettiva- 
mente ugnali ai tre che formano l'angolo so- 
lido G. Ma siccome sono disposti differente- 
mente nei due angoli solidi, ne segue che- 
questi due angoli A e G Bono simmetrici l' uno. 
coli' altro *. 

In secondo luogo i maciniamo due diagona- 
li qualunque EC , AG condotte da angoli op- 
posti. Poiché AE è uguale e parallela a CG, 
la figura AEGC è un parallelogrammo ; dun- 
que le diagonali EC , AG si taglieranno scam- 
bievolmente in due parti uguali. Mala dia- 
gonale EG e un altra DP si taglieranno pa- 
re in due parti uguali ; dunque il mezzo d'una 
diagonale è il mezzo dell'altre tre, e per 
conseguenza le quattro diagonali si taglieran- 
no in due parti uguali in un medesimo pun- 
to che si può riguardare come il centro del 
parallelepipedo. 

pRorosrziONE vr. 

TEOREMA 

f\ao7. Il piana BDHF che passa per due costole 
parallele opposte BF, DH divide il parallelepi- 
pedo AG in due prismi triangolari ABDHEF> 
GHFBCD simmetrici V uno coli* altro* 

In primo luogo questi due solidi son pri- 
smi , perchè i triangoli ABD, EFB hanno ì 
loro lati ugnali e paralleli ; dunque sono ugua- 
li , e nel tempo stesso le faccie laterali ABFE» 
ADIIE , BDHF sono parallelogrammi ; Aw 
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; qae il solido ABDHEF è un prisma ; lo stes- 
so è del solido GHFIiCD . Dico adesso che 
questi due pri-nii sono simmetrici . 

Sulla base AliD fate il prisma ABDE'F'H' 
che sia simmetrico eoi prisma ABDEFH. Se- 
condo ciò che è stato dimostrato*, il piano *P.«. 
ABF'E'èugualead ABFE.e il piano ADH'ii' 
è uguale ad AT)HE; ma se si paragona il 
prisma GHFBGD al prisma ABDH'E'f", la 
base GHP è uguale ad ABD, il parallelo- 
grammo GHDC che è uguale ad ABFE è 
pure uguale ad ABF'E', e il parallelogram- 
mo GFBC=ADHE=ADH'E'. Dunque i tre 
piani che formauo l'angolo solido G nel pri- 
sma GHFBCD sono uguali respettivamentu 
ai tre piani che formano l'angolo solido A 
nel prisma ABDH'E'F'; d'altronde sono di- 
sposti similmente. Dunque questi due prismi 
sono uguali, * e potrebbero essere soprapo- * ?. 3. 
sti. Ma uno di essi, ABDH'E'F' è simmetri- 
co col prisma ABDHEF ; dunque I* altro 
GHFBGD è pure simmetrico con ABDHEF. 

Corollario. Un prisma triangolare qualun- 
que ABDHEF è la metà -del parallelepipe- 
do costruito sulle tre costole AB, AD, AE 
che si riuniscono a un medesimo angolo A; 
sarebbe pure la metà del parallelepipedo co- 
struito sulle altre tre costole BA, BG, BF. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA 

Se due parallelepipedi AG , AL hanno ta ba- *■ 
■se comune ABGD, e se le loro basi superio- • aos * 
ri EFGH, UiJJJX siano comprese in un mede- 
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sìmo piano e tra le medesime parallele EK , HL, 
questi due parallelepipedi saranno equivalenti 
fra loro. 

Possono accadere tre casi , di cui due so- 
no rappresentati dalle figure 208 e 209, e 
j] terzo avrebbe luogo se FG sì confondesse 
con IM, ma la dimostrazione è la medesima, 
per tutti. E in primo luogo dico che il pri- 
sma triangolare AEIDHM è uguale al prisma 
triangolare BFKCGL. 

In fatti, poiché AE è parallela a BF, e 
HE a GF, l'angolo AEr=BFK , HEI—GFK, 
e HEA=GFB. I tre angoli piani che for- 
mano l'angolo solido E sono dunque respet- 
tivamente uguali ai tre angoli piani che for- 
mano l'angolo solido F, e<li più sono dispo- 
eti nella medesima maniera ; dunque questi 
due angoli solidi sono uguali. Adesso se sì 
pone il prisma AEM sol prisma BFL, e pri- 
ma la base AEI sulla base BPK, queste due 
basi essendo ugnali coincideranno, e poiché 
l'angolo solido E è uguale all'angolo solido 
F, il lato EH cadrà sul suo ugnale FG. Non 
bisogna altro di più per provare che i due 
prismi coincideranno ìn rutta la loro esten- 
sione ; perchè la bane AFI e la costola EH 
determinano il prisma AEM, come la base 
BFIC e la costola FG determinano il prisma 
3. BFL* . Dunque questi due prismi sono uguali. 

IVIa se dal solido AEL.si toglie il prisma 
AEM resterà il parallelepipedo AIL; e se 
dallo stesso solido AEL si toglie ii prisma 
BFL, resterà il parallelepipedo AEG. Dun- 
que i due parallelepipedi AIL , AEG sono 
equivalenti ira loro . 
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PROPOSIZIONE VOI. 

TEOREMA 
Due parallelepipedi della medesima base , e F. 
dilla medesima altezza sono equivalenti fra 
loro . 

Sia ABCD la base comune ai due paral- 
lelepipedi AG, AL; poiché hanno la mede- 
sima altezza, le loro basi superiori EFGH, 
IKLM saranno sul medesimo piano . Dì più 
i lati EP ed AB sono uguali e paralleli , co- 
me pure IK ed AB; dunque EP è uguale e 
parallela ad IK ; per una simil ragione GP è 
uguale e parallela a LK. Siano prolungati i 
lati EP, HG , ed ancora LK, IM , finché 
gli uni e gli altri formino colle loro ìnterse* 
zioni il parallelogrammo NOPQ ; è chiaro 
che questo parallelogrammo sarà uguale a 
ciascuna delle basi EFGH , IKLM . Ora se 
si imagina nn terzo parallelepipedo che col- 
la medesima base inferiore ABCD abbia per 
Lase superiore NOPQ , questo terzo paralle- 
lepipedo sarebbe equivalente al parallelepìpe- 
do AG*, poiché avendo la stessa baseinfe-* 
riore, le basi superiori sono comprese fra le 
parallele HP, EO. Per la medesima ragione 
questo terzo parallelepipedo sarebbe equiva- 
lente al parallelepìpedo AL . Dunque i due 
parallelepipedi AG, AL che hanno la me- 
desima base e la medesima altezza , sono equi- 
valenti fra loro. 
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PROPOSIZIONE IX; 

TEOREMA 

F. aio. Og n i parallelepipedo può esser cangiato in uri 
' parallelepipedo rettangolo equivalente che avrà 
la medesima altezza e una b.ise equivalerne. 

Sia AG il parallelepipedo proposto: flai 
ponti A, B, C, D, conducete AI, J'K , CL, 
DM perpendicolari al piano della base ; for- 
merete così il parallelepipedo AL equivalen- 
te al parallelepipedo AG, e le di cui faccie 
laterali AK, BL, ec. saranno rettangoli. Se 
dunque la base AECD è un rettangolo , AL 
sarà il parallelepipedo -rettangolo equivalente 

F.aii. al parallelepipedo proposto AG. Ma se ABCD 
non è un rettangolo, conducete AO, e BN 
perpendicolari 'sopra CD, dipoi OQ e NP 
perpendicolari sopra la base, avrete il solido 
ABNOIKPQ che sarà un parallelepipedo ret- 
tangolo. Iu fatti, per costruzione, la base 
ABON e la sua opposta IKPC< sono rettan- 
goli; le fàccie laterali son pur tali, poiché 
le costole Al, OQ, ec. sono perpendicolari 
al piano della base: dunque il solido AP 6 
un parallelepipedo rettangolo. Ma i due pa- 
rallelepipedi AP, AL possono considerarsi 
come costruiti sulla medesima base ABKI, 
F. sin. e colla medesima altezza AO: -dunque sono 
equivalenti; dunque il parallelepipedo AG 
che. era stato prima cangiato un parallelepi- 
pedo equivalente AL , si trova di nuovo can- 
giato in un parallelepipedo rettangolo equi- 
valente AP , clie ha la medesima altezza AI , 

t 
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è la di coi base ABNO è equivalente alla 
base ABGD. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA 

Ogni sezione NOFQR fitta in un prisma y f. 
paratie amente alla base ABCDE e uguale a 
questa base > 

Poiché, le parallele AN, BO, CP, ec. 
comprese fra* piani paralleli ABG , NOP so- 
no uguali; e perciò tutte le figure ABON , 
BCPO, ec. sono parallelogrammi . Da ciò 
ne segue che il luto ON è uguale ad AB, 
OP a BG, QP a CD, ec. Di più i lati 
uguali sono paralleli : dunque V angolo ABC=: 
NOP, l'angolo BCD=OPQ, ec. Dunque ì 
due poligoni ABCDE , NOPQR hanno i Ia- 
ti e gli angoli respettivamente uguali ; dun- 
que sono uguali. 

PROPOSIZIONE XL 

T E O B E M A 

Due parallelepipedi rettangoli AG , AL che P. 
kanno la medesima base ABCD stanno fra lo- 
ro come le loro altezze AB , Al . 

Supponiamo primieramente che ìe altezze 
AE, AI stiano fra loro come dei uumeri in- 
rieri, per esempio come 15 sta a 8. Si di- 
viderà AE io, 15 parti uguali , di cui Al no 
conterrà 8 ; e per i punti di divisione x,y, 
Z, ec. «i condurranno dei piani paralleli al- 
la base. Questi piani divideranno il solido 
AG in 15 parallelepipedi parziali che saran- 
no tutti uguali fra loro, perche avranno basi 
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uguali, e altezze uguali : basi uguali , perchè 
ogni sezione come MIKL fatta in un prisma 
parallelamente alla sua base ABCD è ugua- 
le a questa base; altezze uguali , perchè que- 
ste altezze sono le divisioni stesse Ax j xy, 
yz t ec- Ora di questi 15 parallelepipedi, 8 
sono contenuti in AL; dunque il solido AG 
■sta al solido AL come 15 sta a 8, o in ge- 
nerale come l' altezza AE sta all' altezza Al- 
In secondo luogo se il rapporto d'AE ad 
AI non può esprimersi in numeri, dico che 
sarà, ugualmente solid. AG ; tolid. AL ; ; 
AE ; AI. Poiché se questa proporzione non 
ha luogo, supponiamo che si abbia sol. AG\ 
sol. AL ; \ AE ; AO. Dividete AE in parti 
uguali, di cui ciascuna sia minore di 01, 
vi sarà almeno -un punto di divisione in fra 
O ed I . Sia P il parallelepipedo che ha per 
ba<e ABCD e per altezza Am : poiché le al- 
tezze AE, Am, stanno fra loro come due 
numeri intieri, si avrà sol. AG \ V \ \ AB *. 
Am Ma si ha per ipotesi sol. AG ; sol. AL ; ; 
AE ; AO da ciò resulta sol. AL I P I I 
AO ; Am ■ Ma AO è maggiore di Am; dun- 
que bisognerebbe perchè la proporzione aves-- 
se luogo, che il solido AL fosse maggiore di 
P ; ora al contrario è minore . dunque è im- 
possibile che il quarto termine della propor- 
zione sol. AG ; sol. AL ; ; AE ; X , sia una 
linea AO maggiore di AI. Con un ragiona- 
mento simile si dimostrerebbe che il quarto 
tarmine non può essere minore di AI dun- 
que è ugnale ad AI. Dunque i parallelepi- 
pedi rettangoli della mericiraa base stanno 
fra loro come le loro altezze. 
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PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA 

Due parallelepipedi rettangoli AG, AK che F.aiS. 
hanno la. medesima altezza AE , stanno Jra 
loro come le loro basi ABGD , AMNO . 

Avendo situato ì due solidi uno accanto 
dell'altro, come la figura gli rappresenta, 
prolungate il piano ONKL finché incontri il 
piano DCGH in PQ , avrete nu terzo pa- 
rallelepipedo AQ, che si potrà paragonare a 
ciascuuo dei parallelepipedi AG, AK.Idue 
solidi AG, AQ avendo la medesima base 
AEHD starino fra loro come le loro altezze 
AB, AO; parimente, i due solidi AQ, AK 
avendo la medesima base AOLE stanno fra 
loro come le loro altezze AD, AM. Perciò 
si avranno le due proporzioni 

sol. AG : sol. aq: : ab; AO, 
sol. AQ ; sol. AK : : AD; AM. 
Moltiplicando per ordine queste due pro- 
porzioni, e omettendo nel resultato il molti- 
plicatore comune sol. AQ, si avrà 

sol. AG ; sol. AK ; ; ABXAD ; AOXAM. 
Ma ABXAD rappresenta la base ABGD, e 
AOXAM rappresenta la base AMNO; dun- 
que due parallelepipedi rettangoli della me- 
desima altezza stanno fra loro come le loro 
basi- 

PROPOSIZIONE Xffl. 

TEOREMA 

Due parallelepipedi rettangoli qualunque stan- V. *i3. 
no fra loro come i prodoni delle loro basi per 
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le toro altezze , o come i prodotti delle loro tre 
-dimensioni. 

Poiché , avendo situato i due solidi AG, AZ 
in maniera che abbiano un angolo comune 
BAU , prolungate i piani neces.*ari per for j 
mare il terzo parallelepipedo AK della me- 
desima altezza eoi parallelepipedo AG. Si 
avrà per la proposizione precedente 

sol. AG .' sol. AK ; ; ABGD ; AMNO. 
Ha i due parallelepipedi AK, AZ che han- 
no la medesima base AMNO, stanno fra lo- 
10 come le loro altezze AE , AX . onde si ha 

sol. AK '.sol. AZ ; ; AE ; AX. 
Moltiplicando per ordine queste due propor- 
zioni, e omettendo nel resultato il moltipli- 
catore comune sol. AK, si avrà 

soi.ag : solaz : : abcdx ae : amnoxax. 

In vece di ABCD ed AMNO si può mette- 
re ABxAD ed AOxAM , il che darà 
5oi.AG>/. az; ;abxadx AE; AOx AMx AX. 
Dunque due parallelepipedi rettangoli qua- 
lunque stanno fra loro ec, 

Scolio . Da ciò segue che si può prendere 
per misura d'un parallelepipedo rettangolo il 
prodotto della sua base per la ?ua altezza , 
o il prodotto delle sue tre dimensioni . Sa 
questo principio valuteremo tutti gli altri solidi . 

Per l' intelligenza di questa misura biso- 
gna rammentarsi che s'intende per prodotto 
di due o di più linee il prodotto dei numeriche 
rappresentano tali linee, e questi numeri di- 
pendono dall' unita lineare che si può pren- 
dere a piacere. Posto ciò, il prodotto delle 
tre dimensioni d' un parallelepipedo è an na- 
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mero rfìe non significa niente in se-stesso*, 
e che sarebbe differente se si fo?se presa 
un'altra unità lineare. Ma se si moltiplicano 
parimente le tre dimensioni d' un altro pa- 
rallela pipedo, vantandole. sulla medesima uni- 1 
tà lineare, i due prodotti staranno fra loro 
come i solidi, e daranno l'idea della loro 
grandezza relativa. 

La grandesza d'un solido, il suo volu- 
me, o la sua estensione , si chiamano altri- 
menti la sua solidità , e la parola solidità è 
impiegata particolarmente per indicare la mi- 
sura d'un solido. Così si dice che la solidi- 
tà d'un parallelepipedo rettangolo è uguale 
al prodotto della sua base per la sua altez- 
za, o al prodotto delle sue tre dimensioni. 

Essendo le tre dimensioni de! cubo uguali 
fra loro, se il lato è i , la solidità sarà iXlXu 
oij se il lato è a, la solidità sarà 2X2X2, 
08; se il lato è 3, la solidità sarà 3X3X3. 
o 27 , e così in seguito ; così essendo i lati 
dei cubi come i numeri 1,2, 3 , ec. , i cubi 
stessi o le loro solidità stanno come i numeri 
l> 8 , 2", ec. Perciò in aritmetica si chiama 
cubo d' un numero ìl prodotto che risulta da 
tre fattori uguali a questo numero . 

Se sì proponesse di fare un cubo doppio 
d' un cubo dato , bisognerebbe che il lato 
del cubo cercato fosse al lato del cubo dato 
come la radice cuba di 2 è all'unità. Ora 
sì trova facilmente con una costruzione geo- 
metrica la radice quadrata dì a, ma non si 
può trovare ugualmente la sua radice cubica, 
almeno oolle operazioni della geometria, eie- 
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meritare le quali consistono in impiegare so- 
lamente linee rette di cui si conoscono due 
punti , e circoli di cui sono determinati i cen- 
tri e i raggi . 

. Per motivo di questa difficoltà il problema 
della duplicazione del cubo è stato celebre fra 
gli antichi geometri , come quello della inie- 
zione dell' angolo che 'è presso a poco del me- 
desimo ordine .. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA 

La solidità d'un parallelepipedo e in genera- 
le la solidità d'un prisma qualunque è uguale 
al prodotto delia sua base per la sua altezza . 

Poiché, i D un parallelepipedo qualunque è 
equivalente a un parallelepipedo rettangolo 
della medesima altezza e di base équivalen- 
p -9- te *. Ora la solidità di questo è uguale alla 
sua base moltiplicata per la sua altezza ; dun- 
que la solidità del primo e- parimente uguale 
al prodotto della sua base per la sua altezza. 

2 ° Ogni prisma triangolare è la metà d'un 
parallelepipedo della medesima altezza e di 
p.6. base doppia *. Ora la solidità di questo b 
uguale alla sua, base moltiplicata per la sua 
altezza ; dunque quella, del prisma triangola- 
re è uguale al prodotto della sua base metà 
dì quella del parallelepipedo moltiplicata per 
la sua altezza. 

3° Un prisma qualunque .può esser diviso 
in tanti prismi triangolari della medesima al- 
tezza quanti triangoli si possono formare nel 
poligono che gli serve di base . Ma la soli- 
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dità d'ogni prisma triangolare è uguale alla 
sua base moltiplicata per la sua altezza ; e 
poiché l'altezza è. la medesima pur tutti, ne 
segue che la somma di tutti i prismi parzia- 
li sarà uguale alla somma di tutti i triangoli 
che servono loro di basi , moltiplicata per 
l'altezza comune . Dunque la solidità d'un 
prisma poligono qualunque è uguale al pro- 
dotto della sua base per ia ^ua altezza. 

Corollario . Se si paragonano due prismi 
che abbiano la medesima altezza , i prodot- 
ti delle; basi per le altezze staranno come le 
basì. Dunque line prismi della medesima al- 
tezza stanno fra loro come le loro boói ,-, per 
una simil ragione due prismi della medesima 
base stannoj'ra loro come le loro altezze. 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA 

Se una piramide SABCDE c tagliata da un P.. 
piano abe parallelo alla base, 

1. ° / lati SA, SB, SG, ec. e l'altezza SO, 
saranno tagliati proporzionalmente in a, b, c, 
ec. ed o, 

2. ° La sezione abede sarà un polìgono simi- 
le alla, base ABCDE . 

Poiché i.° essendo paralleli i piani ABE, 
abe, le loro intersezioni AB, ab con uri ter- 
zo piano SAB saranno parallele *j dunque * p 
i triangoli SAB , sab , sono simili , e si ha - 
la proporzione SA ; Sa ; ; SB Sfc ; si avreb- 
be pure SB ; Sfc ; ; SG ; Se, e così in segui- 
to. Dunque tutti i lati SA, SB, SO, ec. so- 
no tagliati proporzionalmente in a,6,v',.ec 
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L'altezza SO è tagliata ne'!a medesima pro- 
porzione al punto o; perche BO, e bo sono 
parallele, e però sì ha SO ; So ; ; SB ; SÌ. 

2." Poiché ab è parallela ad AB, bc aBG, 
ed a CD, te. l'angolo ufrc=ABG, l'angolo 
fcci=BGD , e così in seguito . Di più , a ca- 
gione dei triangoli tómili SAB, Sab, ni ha 
AB l ab II SB ', S6; e a cagione dei triango- 
li simili SBC, Sic, si ha SB ; S6 ; : BG ; bc; 
dunque AB '.ab II BG ; bc ; sì avrebbe pu- 
ze BC l bc II CD ; ed, e così in stguito . 
Duaque i poligoni ab.de, ABGDE hanno gli 
angoli uguali e i lati omologhi proporzionali; 
dunque sono simili . 

Coronario. Siano SABCDE.SXYZ due pi- 
ramidi, la di cui sommità è comune, e le 
di cui basi sono sopra un medesimo piano 
talmente che hanno la medesima altezza : se 
si tagliano con un piano parallelo al piano 
delle basi, sìa abede la sezione fitta in una 
piramide, teyz la sezione fatta nell'altra; di- 
co che le sezioni abede, x\>z staranno fra loro 
come le basi ABCDE , XYZ ■ 

Poiché essendo simili i poligoni ABCDE, 
abede , le loro superfici stanno come i qua- 
drati dei lati omologhi AB, ab; ma AB * 
ab ; ; SA ; Sa ; dunque ABCDE ; abede l '. 

- .2, _ 3 

SA ; Su. Per la medesima ragione XYZ l 

xyz * ; SX l Sx . Ma poiché abcxyz è un so- 
lo piano, si ha pure SA * Sa ', SX '. S-x i 
dunque ABCDE ; abede l ; XYZ ; xyz. Dun- 
que le sezioni abede , x\z stanno &a loro- co- 
Ole le basi ABCDE, XYZ. 
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PROPOSIZIONE XVI. 

LEMMA 

Sia. SABC una piramide triangolare di cui F.*i5. 
S è la sommità e ABC la base; adendo preso 
a piacere SP<cSA, determi are succe*sivamen~ 
te SQ , SR , SV , ce. in mai.iera che si abbia, 
la progressione geometrica. SA ; SP | ; SP ; 
SQ : I SQ : SB : I SR : SV, e così all' infi- 
nito : per il punto VJ'ate passare il piano FED 
parallèlo alla base, e finalmente conducete BG, 
CF , IE , HD parallele ad AP , avrete di e pri- 
smi triangolari ABCFPG, AHIEPD uno mag- 
giore , /' altro minore della porzione di pirami- 
de ABGEPD che corrisponde ala di isione 
AP: supponiamo che si sia o formati dei pri- 
smi simili a ciascuna dell'altre divisioni PQ, 
Qfi, RV , ec: posto ciò, 

i.° Ciascun prisma ABCFPG che si può 
chiamare prisma eccedente ita al prisma 
AHIEPD che si pub chiamare prisma defi- 
ciente , come il quadrato di SA sta al quadra- 
to di SP . 

a.° La somma dì tutti i prismi eccedenti 
sta alla somma di tutti i prismi deficienti pa- 
rimente ; ; sa ; sp . ' 

In fatti, t° ì due prismi eccedente e defi- 
ciente hanno, la medesima altezza, stanno dun- 
que fra loro come le loro basi ABC, AHI. 
Essendo queste basi triangoli simili, si h* 
ABC : AHI : : AB*; AH , o PDl ma es- 
sendo PJD parallela ad AB, si ha AB J PD ; * 
0 
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sa; sp, q ab : vd: : sa; sp a Dnn- 

que il prisma eccedente PABC sta al prisma 

deficiente PAHI come SA stà a SP . 

2. 0 Si dimostrerà parimente che i prismi 
eccedente e deficiente che corrispondono al- 
la divisione PO, stanno fra loro come SP 
— i 

stà a SQ . Ma per supposizione SA ; SP ; l 

SPISQ, o SP 2 ; SQ*; ; SA"; SP* dun- 
que i prismi eccedente e deficiente che cor- 
rispondono alla divisione PQ stanno fra loro 

come SA Età a SP. Questo medesimo rap- • 
porto sussisterà in tutte le divisioni ; onde si 
avrà nna serie di rapporti uguali nei quali i 
prismi eccedenti saranno antecedenti , e i pri- 
smi deficienti saranno conseguenti . Donde 
ne segue che la somma di tutti i prismi ec- 
cedenti sta alla somma di tutti i prismi de- 
ficienti come un antecedente stà al suo con- 
seguente, o come il quadrato dì SA stà al 
quadrato d: SP. 

Corollario. Se si considera un altra pira- 
mide SXYZ che abbia la medesima sommità 
e la medesima altezza, talmente che le basi 
ABC, XYZ siano in un medesimo piano, es- 
sendo divisa questa seconda piramide come 
la prima coi medesimi piani che passano per 
ì punti P, Q, R, ec, ed essendo parimente 
formati ad ogni divisione i prismi eccedenti, 
e deficienti ; dico che la somma dei prismi 
eccedenti a deficienti in una piramide stà al- 
la somma dei prismi dello stesso nome iteli' al- 
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fax , come la haae della prima, sta alla base 
della seconda. 

Poiché , due prismi della medesima altezza 
stanno fra loto come le loro basi -. ora due 
-sezioni fatte dal medesimo piano nelle due 
piramidi stanno fra loro come le loro basi*. * p - t9 - 
Dunque ciascun prisma eccedente o deficien- 
te in una piramide sta al suo corrisponden- 
te del medesimo nome nell'altra come la la- 
se della prima sta alla base della seconda. 
Dunque la somma dei prismi- eccedenti o de- 
ficienti nell'una sta alia somma dei prismi 
del medesimo nome nell'altra come la base 
della prima sta alla base della .seconda ■ 
PROPOSIZIONE xvn. 

TEOREMA 

Due piramidi triangolari della medesima al- F - a '5- 
' tozza SABG', SXYZ stanno fra loro come le 
loro basi ABC, XYZ. ■ 
. Se si nega questa proposizione, la pirami- 
de SABG' stara alla piramide SXYZ come la 
"base ABC sta ad una superficie K; maggiore 
o minore di XYZ'. Supponiamo in primo luó- 
;go K>-XYZ , e sul lato SA prendiamo il pun- 
. to "P : in maniera che sia 

k : xyz ; : sa : sp. 

.Dividiamo il lato SA nei punti Q, R, ec. 
talmente che si abbia la progressione SA ; 

sp : : sp : sq : : sq : sr, ec. air infinito. 

-;Ber i punti P, Q, R, ec. conduciamo dejr 
.'piani paralleli- alla base, e formiamo come si 
-è detto dì sopra dei prismi eccedenti e defiy 
oienti all'infinito nelle due piramidi. 
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Sia I) la somma ilei prismi deficienti , ed 
E la somma dei prismi eccedenti nella pira- 
mide SABC ; siano d ed e le somme simili 
lidi* altra piramide. Posto ciò, si avrà in vir- 
tù di ciò ehc precede, le quattro proporzioni 
seguenti, cioè, 

Per .supposizione SABC ; SXYZ .' ; ABC ; K . 
Per costruzione K .* XYZ ; '. SA*; SP"! 

Per il ìemma prec. E ; D ; ; SA ; SP . 
Per il mio corollario E : e ; ; ABC* XYZ. 

La seconda e la terza danno E ; D ; ; K ; 
XYZ; questa avendo i medesimi estremi del- 
la quarta, i medi daranno D ; e ; ; ABC ; K. 
Finalmente , paragonando questo resultato^ 
colla prima, si avrà 

sabc : sxyz : : D : e . 

Ora I) è minore di SABC , e al contrario » 
e è maggiore di SXYZ ; dunque questa pro- 
porzione non può aver luogo. Dunque è im- 
possibile clie la piramide SABC stia alla pi- 
ramide SXYZ come la base ABC età a un 
quarto termine K maggiore di XYZ. 

Supponiamo in secondo luogo K<lXYZ, 
allora si avrebbe la proporzione : SXYZ sta 
ad SABC come una superfìcie minore di 
XYZ sta ad ABC, o come XYZ sta ad una 
superficie maggiore di ABC . Ma è chiara 
che lo stesso ragionsmento impiegato nella 
prima supposizione si applicherebbe a que- 
sta 'cangiando soltanto le piramidi una per 
l'altra; e in fatti dui primo ragionamento si 
poteva cooehiudere in generale, che naa pi- 
ramide non può stare a una piramide della 
amtdtiima altezza come la base della prim 
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sta a una quantità maggiore della base della 
seconda, Da ciò ne segue, che questa se- 
conda supposizione è assurda quanto la pri- 
ma, e che perciò il quarto termine della pro- 
porzione di coi si tratta non può essere nè 
maggiore aà minore dì XYZ . Dunque è uguale 
aXYZ Dunque SABC; SXYZ | : ABC; XYZ. 

Corollario. Due piramidi triangolari della 
medesima altezza, e di basi uguali in super- 
ficie soao equivalenti. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA 

Ogni piramide triangolare è la terza parte p.ne. 
del prisma triangolare della, medesima base e 
della medesima altezza. 

Sia SABC una piramide triangolare, ABC 
DES il prisma triangolare della medesima ba- 
se, e della medesima altezza-, dico che la 
piramide sarà la terza parte del prisma. 

Togliete dal prisma la piramide SABC, re- 
sterà il solido SACDE, che si può conside- 
rare coinè una piramide quadrangolare , la 
di cui sommità è S e che ha per base il pa- 
rallelogrammo ACIDE - tirate la diagonale CE , 
e conducete il piano SCE che dividerà la pi- 
ramide quadrangolare in due piramidi trian- 
golari SACE, SCDE. Queste due piramidi 
iianno per altezza -comune la perpendicolare 
abbassata da S sul piano AGDE; esse hanno 
basi uguali, poiché i triangoli ACE, DCE 
sono metà del medesimo paralleln?rrì:mno ; 
dunque le due piramidi SACE, SCDE «orni 
equivalenti fra loro ** Ma la piramide SCDfi , SitJt 
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e la piramide SABC hanuo basi uguali ABC>, 
DSE ; hanno pure la medesima altezza , poi- 
ché quest' altezza è la distanza dei piani paral- 
leli ABC, DSE i dunque le due piramidi 
SABC, SCDE sono equivalenti o uguali in 
-solidità . Ma si è -dimostrato che la piramide 
SACE è equivalente a SCDE ; dunque le 
tre piramidi SABC, SCDE, SACE che com- 
pongono il prisma ABD sono equivalenti fra 
loro. Dunque ciascuna di queste piramidi, 
e nominatamente la piramide SABC è la ter- 
sa parte del prisma -della medesima base, e 
della medesima altezza. 

Corollario. Dunque la solidità d'una -pira- 
mide triangolare è uguale alla terza parte dei 
prodotto della sua base per la sua altezza. 

PROPOSIZIONE XIX. 

.T E ORE M A 

14, Ogni piramide SABCDE £<i per misura la 
terzaparte del prodotto della sua :base ABCDE 
per la sua altezza SO. 

Poiché., facendo passare i piani SUB, SEC 
per le .diagonali EB, EG , si dividerà la pi- 
ramide poligona SABCDE ni più piramidi 
triangolari che avranno tutte la medesima al- 
tezza SO . Ma per il teorema precedente cia- 
scuna di queste piramidi si misura moltipli- 
cando ciascuna delle basì ABE , BCE , CDE 
per la terza parte dell'altezza SO : dunque 
la somma delle piramidi triangolari, o la 
piramide poligona SABCDE avrà per misura 
la somma dei triangoli ABE, BCE, CDE, o 
■il poligono ABCDE moltiplicato per § SO. 
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Dunque ogni piramide ha per misura la ter- 
za parte del prodotto della sua base per la 
sua altezza; o, il che torna lo stesso, ogni 
piramide è la terza parte del prisma della 
medesima base e della medesima altezza. 

Corollario. Segue da ciò che due piramidi 
della medesima altezza stanno fra loro come 
le loro basi , e che due piramidi della me- 
desima base 6tanno fra loro come le loro al- 
tezze . 

Scolio . Si può valutare la solidità d' ogni 
corpo poliedro , decomponendolo in piramidi , 
e questa decomposizione si può fare in più 
maniere . Una delle più semplici è di far par- 
tire i piani di divisione da un medesimo an- 
golo solido ; allora si avranno tante piramidi 
parziali quante faccie sono nel poliedro, ec- 
cetto quelle che formano l'angolo solido don- 
de partono i piani di divisione. 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA 
Se una piramide è tagliata da un piano pa- f. 
rallelo alla sua base, il tronco che resta to- 
gliendo la piccola piramide è uguale alla som- 
ma di' tre piramidi che avessero per altezza 
comune V altezza del tronco, e te di cui basi 
fossero la base inferiore del tronco, la sua ba- 
se superiore , e una media proporzionale fra 
queste due basi . 

Sia SABCDE una piramide tagliata dal pia- 
no abd parallelo alla base; sia TFGH una 
piramide triangolare la di cui base ed altez- 
za siano uguali o equivalenti a quelle della 
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piramide SABCDE . Si possono supporre le 
due basi situate sopra un medesimo piano ; 
e allora il piano abd prolungato determine- 
rà nella piramide triangolare una sezione JgA , 
situata aìla medesima altezza ai di sopra del 
piano comune delle basi . Ora la sezioneJgA 
sta alla sezione abd come la base FGH 

*P.t5.stà alla base ABD*; e poiché le basi sono 
equivalenti, le sezioni lo saranno pure. Da 
ciò segue che le piramidi Sabcde , Tj'gk 
sono equivalenti, giaiehè hanno la mede.-ima 
altezza, e basi equivalenti. Le piramidi in- 
tiere SABCDE , TFGH sono equivalenti 
per la medesima ragione ; dunque i tronchi 
ABDJ.ifc, TGWfg sono equivalenti, e per 
conseguenza batterà dimostrare la proposizio- 
ne enunziata per il solo caso dei tronco di 
piramide triangolare. 

P.»:8- Sia dunque TGJÌhfg un tronco di pirami- 
de Triangolare a basi parallele : per i tre pun- 
ti F, g, H conducete il piano FgR, cheta- 
glierà dal tronco la piramide triangolare 
£-FGH; questa piramide ha per base la base 
inferiore FGH del tronco; ha per altezza 
l'altezza del tronco, poiché la sommità g à 
nel piano della base superiore fgh . 

Dopo aver tolto questa piramide, resteri 
la piramide quadrangolare gflHF, la di cai 
sommiti è g, eia base, /SHF - Per itre pun- 
ti f, g, H conducete il piano JgH, che di- 
viderà la piramide ouadrnngolare in due 
triangolari gTfB, rfhR. Quest'ultima ha per 
base la base superiore gfh del tronco, e per 
altezza 1' altezza del tronco (/ Onde abbia- 
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ma già due delle tre piramidi che devono 
comporre il tronco. 

lieta a considerare la terza gPfS. ; ora se 
si conduce #K parallela aj'F, e se si ima- 
gina una nuova piramide J~'FHK , la di cui 
sommità è K e la base F/'H; queste due pi- 
ramidi avranno la medesima base F/"H; avran- 
no pure la medesima altezza, poiché le som- 
mità g e K sono situate sopra una linea gK 
parallela al piano della base: dunque queste 
piramidi sono equivalenti : ma la piramide 
fFHU pub considerarsi come se avesse la sua 
sommità in f, e così ella avrà la medesima 
altezza del tronco . Quanto alla sua base FKH, 
dico che è m"dia proporzionale fra le basi 
FGH , fgh ■ la fatti i triangoli FHK , fgh 
hanno un angolo uguale F=f, e un lato 
uguale FK=fg; si ha dunque * FHK \fgh \ ; 
VU;fh. Sì ha pure FHG ; FHK ; : FG ; 
FK, o fg. Ma i triangoli simili FGH , 
fgh danno FG \fg\ \ FH ',fh ; dnuque FGH ; 
FHK I I FHK ; fgh ; cioè la base FHK è me- 
dia proporzionale tra le due FGH , f$h . Dun- 
que an tronco di piramide triangolare a ba- 
si parallele equivale a tre piramidi che han- 
no per altezza comune l'altezza del tronco, 
« le di cui basi sono la base inferiore del 
tronco , la sua base superiore , e una media 
proporzionale fra queste doe basi - 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA 

Due piramidi triangolari simili hanno lefac- s 
eie omòloghe simili e gii angoli solidi omologhi 
uguali . 
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Secondo la definizione, le due piramidi 
triangolari SABC , TDEF sono simili , se i 
due triangoli SAB, ABC sono simili ai due 
TUE, DEF , e similmente posti, cioè se si 
ha 1" angolo AES^DET , EAS=EDT , 
ABC—DEF, BAC^EDF , e se inoltre 1' in- 
clinazione dei piani SAB, ABC è uguale a 
quella dei piani TDE , DEF . Posto ciò , di- 
co che queste piramidi hanno tutte le faccie 
i e spetti v amente simili , e gli angoli solidi 
omologhi uguali. 

Prendete BG—ED , BH— EF , BI— ET , 
e tirate GII, Gì, IH. La piramide TDEF 
è uguale alla piramide IGBH; poiché aven- 
do preso i lati GB, BH uguali ai lati DE, 
EF, e l'angolo GBH essendo per supposi- 
zione uguale all' angolo DEF , il triangolo 
GBH é uguale a DEF. Dunque, per effet- 
tuare la sopraposizione delle due piramidi , 
si può primieramente situare la base DEF 
sulla sua uguale GBH: dipoi , giacché il pia- 
no DTE è inclinato sopra DEF quanto il 
piano SAB sopra ABC , è chiaro che il pia- 
no DET cadrà indefinitamente sopra il pia- 
no BAS . Ma per supposizione 1' angolo 
DET— GEI ; dunque ET cadrà sulla sua 
uguale BI. E poiché ì quattro angoli, D , 
E, F, T coincidono con ì quattro G, B, 
i.H, I, ne segue * che la piramide TDEF 
coincide colla piramide IGBH. 

Ora, a cagione dei triangoli uguali DEF, 
GBH, si ha l'angolo BGH =--EDF=BAC ; 
dunque GH è parallela ad AC. Per una ra- 
gione simile. Gì. è -parallela- ad -AS; dunque. 
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il piano IGH è parallelo a SAC *. Da ciò *p.iì. 
segue che il triangolo TGH o il suo uguale *>. v - 
TDF è simile a SAC, e che il triangolo 
Ì1ÌH o il suo uguale TEF è simile a SBC; 
dunque le due piramidi triangolati simili 
SABG, TDEF hanno le quattro iiiccie re- 
spettivamente simili . 

Di più hanno gli angoli solidi omologhi 
uguali. 

Perchè si è giù situato l'angolo solido E 
sul suo omologo B, e si potrebhe fare lo 
stesso per due altri angoli solidi omologhi; 
ma sì vede immediatamente che due angoli 
solidi omologhi sono uguali , per esempio gli 
angoli T e S , perchè sono formati da tre 
angoli piani respetti vamcnte eguali, e simil- 
mente posti - 

Dunque due piramidi triangolari simili 
Lamio le faccie omologhe simili , e gli ango- 
li solidi omologhi uguali. 

Corollario I. I triangoli simili nelle due pi- 
ramidi danno le proporzioni AB * DE " " 

ne : ep : : ag : df : : a»; dt : : sb ; 

TE ; ; SO ; TF ; dunque , nella piramidi triaitr 
golari simili, i iati omologhi sono proporzi(h 
noli . 

Corollario li. E poiché gli angoli solidi omo- 
loghi sono uguali, ne segue che l'znclinazio~ 
ne di due faccie qualunque d'una piramide è 
uguale all'inclinazione delle Jaccie omologhe 
della piramide simile . 

Corollario HI. Se si taglia la piramide trian- 
golare SABG con un piano GIH parallelo ad 
uaa delle faccie SAC, la piramide parziale 
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BG1H sarà simile alla piramide intiera BASC. 
Poiché i triangoli BGI, BGH sono simili re- 
spettivamente ai triangoli BAS, BAC, e si- 
milmente postij l'inclinazione dei loro piani 
è la medesima negli uni e negli altri ; dun- 
que le due piramidi sono simili. 

si taglia una 



... j mi bi/uu simili 

Corollario IV. In generale, se 
piramide qualunque SABCDE 



*: ' 1 — ~— «v.ìjìj imi un piano 

alicde parallelo ala base, la piramide parziale 

' l',ìr,ÌL" lr,> sim ' 1 ' J*»M« inuera 
SABCDE . r.iichè le basi ABCDE abede 
sono simili, e tirando AC, oc, si è adesso pro- 
vato elle la piramide triangolare SABC è si- 
«ile alla piramide Sabe . dunque il punto S 
è determinato per rapporto alla base ABC 
come il punto S per rapporto alla base abc 
(vedete la definizione ,8). dunque le due pi- 
ramidi SABCDE, Suini,, sono simili. ' 

Scolio In vece dei cinque dati richiesti 
dalla definizione perchè due piramidi trian- 
golari siano simili, si potrebbe sostituirne al- 
tri cinque, secondo differenti combinazioni, 
e ne risulterebbero altrettanti forerai, fa' 
quali si può distinguer questo i f.ue pirami- 
di triangolari sono simili quand' hanno i lati 
Omologhi proporzionali 
r. «a. Vùohb, «_« hanno te proporzioni AB ; 
1H5 . , BLi . EF . . AG ; DP ' * AS ' DT ' * 
SB: TE;; SC; TF.il che comprende ài 
que condizioni, i triangoli ABS ABC sa- 
ranno simili ai triangoli DET, DEF e simil- 
mente posti . Si avrà pure il triangolo SBG 
Slmile a TEF; dunque i tre angoli piani ohe 
formano i angolo solido B saranno ugnali re- 
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BpPttivnmente agli angoli piani che formano 
l'angolo fioìido E; donde ne segue che l'in* 
clinazìone ilei piani SAB, ABC è uguale a 
quella dei loro omologhi TDE, DEF , e che 
perciò le due piramidi saranno simili. 
PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA 

Due poliedri simili hanno le faccie omologhe F 
simili , e gli angoli solidi omologhi uguali . 

Sia ABCDE la base d'un poliedro; siano 
MeN due angoli fuori del piano di questa 
base determinati dalle piramidi triangolari 
MABC, NABG la di cui base comune è 
ABC; siano, nell'altro poliedro, abede la ba- 
se omologa o simile ad ABCDE, m , e n, 
gli angoli solidi omologhi a M e N determi- 
nati dalle piramidi mc.be , nabe simili alle pi- 
ramidi MABC, NABC dico primieramente 
che le distanze MN , mn sono proporzionali 
ai iati omologhi AB* ab. 

lu fatti essendo simili le piramidi MABC, 
tnabe, 1* inclinazione dei - piani MAC, BAG 
è uguale a quella dei piani mac, bac . pari- 
mente emendo simili le piramidi NABC , 
nabe , V inclinazione dei piani NAC, BAC è 
uguale a quella dei piani nac, bac. Dunque , 
se si tolgono le prime inclinazioni dalle ulti- 
me, resterà l'inclinazione dei piani NAC, 
MAC uguale a quella dei piani nac, mac. 
Ma a motivo della similitudine delle «esse 
piramidi, il triangolo MAC è simile a mac, 
e il triangolo NAC è simile a nac. Dunque 
le due piramidi triangolari MNAC , mnac 
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hanno due faccie respettivamente ■■simili , si- 
milmente poste, e ugualmente inclinate fra 
loro. Dunque queste piramidi sono simili.; 
dunque i loro lati omologhi sono proporzio- 
nali , e si ha MN l mn'.'. AM ; ara . D' al- 
tronde ATVL '. am \\ AB ; ab; dunque MN'; 
mn ; ; AB ; ab. 

Siano P, e p altri angoli omologhi dei-po- 
liedri , e si avrà similmente PN * pn l [ AB * 
ab; PM ' pitti '. AB ; ab ; dunque MN .; 
ma', *PN 'pn', ', VÌA'.pm. Dunque il trian- 
golo PNM che unisce tre angoli solidi qualun- 
que a" un poliedro è simile ai triangolo pam che- 
unisce i tre angoli omologhi dell' altro- poliedro . 

Siano inoltre Q e q angoli solidi omologhi, 
c il triangolo PQN sarà simile a pqn . Dico 
di più che T inclinazione dei piani PQN,. 
PMN è uguale a quella dei piani pqn 7 pmn. 

Poiché, se si tira QM e qm, sì avrà sem-^ 
pre il triangolo QNM simile a qnm, e per 
conseguenza l'angolo QNM uguale a qnm-, 
'Concepite in N un angolo solido formato dai 
tre angoli piani QNM',. QNP, PNM, e in 
r un angolo solido formato dai tre angoli pia- 
ni qnm , qnp, pnm: poiché questi, angoli piani 
sono respettìvamenre uguali;,, ne segue che 
gli angoli solidi sono uguali. Dunque l'in- 
clinazione dei due piani PNQy PMN è ugua- 
le a quella dei loro omologhi pnq \ pmn . Dun- 
que se i due triangoli PNQ, PNM fossero, 
in un medesimo piano, nel quaV caso si avreb- 
be l'angolo QNM— QNP-+-PNM, si avrebbe 
pure l' angolo qnm=qnp-+pnm , e i due trian- 
■goti qnp , pnm sarebbero pure ite un medesimo 
piano . 
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Tutto ciò che abbiam dimostrato ha luo- 
go qualunque siano gli angoli M, N,P, Q 
paragonati ai loro omologhi m, n, p, q. 

Supponiamo adesso che la superficie d'uno 
dei poliedri sia divita in triangoli ABC , ACD, 
MNP, NPQ, ec, si vede che ]a superficie 
dell'altro poliedro conterrà un ugual numero 
di triangoli abc,acd, mnp, np$, ec. simili, 
e similmente posti . E se più triangoli come 
MPN, NPQ ee. appartengono a una medesi- 
ma faccia, e sono in un medesimo piano, i 
loro omologhi mpn,npij, ec. saranno parimen- 
te in un medesimo piano. Dunque ogni fac- 
cia poligona in un poliedro corrisponderà a 
(ina faccia poligona simile nell'altro poliedro- 
Dunque i due poliedri saranno compresi da un, 
medesimo numero di piani simili, e similmen- 
te posti . /Dico di più che gli angoli solidi 
omologhi saranno uguali. 

Poiché se l'angolo solido N per esempio è 
formato dagli angoli piani 0_NP, PNM , MNR , 
QNR , l' angolo solido omologo n sarà forma- 
to dagli angoli piani qnp, pnm, mnr, qar. 
Ora questi angoli piani sono respetti vamen te 
aguali, e l'inclinazione di due piani adiacenti 
è ugnale a quella dei loro omologia- Dun- 
que i due angoli solidi sono uguali , giacché 
potrebbero esser sopraposti . 

Dunque finalmente due poliedri simili han- 
no le faccie omologhe simili, e gli angoli so- 
lidi omologhi uguali. 

Corollario. Seguè^dalla dimostrazione pre- 
cedente che se con quattro angoli solidi d'un 
poliedro si forma una piramide triangolare., 
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ed un altra piramide pure coi quattro angoli 
omologhi d'un poliedro simile, queste due_pi- 
ramidi saranno simili : perchè avranno i lati 
omologhi proporzionali. 

Si vede n:-I tempo stesso che due diagonali 
omologhe AN, an, stanno fra loro come due 
Jati omologhi AB, ab. 

PROPOSIZIONE XXTII. 

TEOREMA 

£ue poliedri simili pongono dividersi in un 
medesimo numero di piramidi triangolari simi' 
li rispettivamente , e similmente posie. 

Poiché, si è gii veduto che le superflui 
dei due poliedri si possono dividere in un 
mt-desimo numero di triangoli simili resperri- 
vamente, e similmente posti. Considerate tut- 
ti i triangoli d'un poliedro, fuorché quelli 
che formano P angolo solido A come basi di 
tante piramidi triangolari la di cui sommità, 
è in A, queste piramidi prese insieme com- 
porranno il poliedro . Dividete parimente 
l'altro poliedro in piramidi che abbiano la 
loro sommità comune nell'angolo a omologo 
ad A . È chiaro che la piramide ohe congiuri- 
ge quattro angoli solidi d' un poliedro sari 
simile alla piramide che congiunge i quattro 
angoli omologhi dell' altro poliedro . Dunque 
due poliedri simili ec. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA 

J.«4. D " e piramidi simili stanno fra loro come i 
cubi dei lati omologhi. 



Digitized ù/Googl 



LIBRO VI. ci? 
Poiché, essendo ■ Minili due piramidi , 'a 
minore potrà esser situala, nella maggiore in 
maniera che abbiano l'arsolo selìdo S comu- 
ne . Allora le basi ABCDE, abcde «aianno 
parallele: poiché, siccome le faccie omolo- 
ghe sono simili *, l'angolo Fab é ugnale a*P.s». 
SAB, come pure Sbc a PPG. dunque il pia- 
no abe è parallelo al piano ABC *. fr*ti> 
ciò, sia SO la perpendicolare abbuffata dul- 
ia sommità S sul piano ABC, e sia o il pun- 
to ove questa perpendicolare .incontra il pia- 
no abe-, si avrà, secondo nò 'che è eia staro 
dimostrato* , SO ; So '. ; SA ; Sa ; ; AB ; ab,*v 
u. per concernenza 

| so ; $ so : : ab : ài . 

Ma essendo, le basi ABCDE, abcde flguiQ 
simili si ha. 

ABCDE ; abcde \ '. AB*; ab*. 
Moltiplicando que.-te due proporzioni ter- 
mine per termine, ne risulterà la proporzione: 

ABCDE X f so '. «h'de X l So ; ; AB 3 ; a b \ 
ora ABCDEXfSO è la solidità della pirami- 
de SABCDE *, e abcdeXfSo è quella della.*P.. 9 . 
piramide Sabcde.: dunque due piramidi simili 
Hanno fra loro come t cubi dei lurp lati omo- 
loghi. 

PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA 

Due poliedri sanili stanno fra loro come i p.i,,. 
cafri dei lati omologhi . 

Poiché, due poliedri simili possono esser 
divisi in u» medesimo numero di piramidi, 

e 
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triangolari res petti vamente simili. Orale due 
piram.idi simili APNM, apnm stanno fra lo- 
ro come i cubi dei lati omologhi AM, am, 
o come i cubi dei lati omologhi AB, ab. 
Lo stesso rapporto avrà luogo fra due altre 
piramidi omologhe qualunque : dunque la 
somma di tutte le piramidi che compongono 
un poliedro, ossia . il poliedro stesso sta all'al- 
tro poliedro come il cubo d' un Iato qualun- 
que di-1 primo stii al cubo del lato omologo 
disi secondo . 

Scolio generale. 

Possiamo presentare in termini algebrici , 
cioè nella maniera più succinta la ricapito- 
lazione delie principali proposizioni di questo 
libro riguardo alle solidità dei poliedri . 

Sia B la base d'un pri.-ma, H la sua al- 
tezza, la solidità del prisma sarà BxH o BH. 

Sia B la base d'una piramide, H la sua 
altezza . la solidità della piramide sarà BX|H, 
o HX^B, o 3 BH. 

Sia H f altezza d' nn tronco di piramide 
a basi parallele , siano A e B le sue basi 
e yAB la media proporzionale fra esse, la 
solidità del. tronco sarà |H( A**-B-+VAB) ; 

Siano finalmente P e p ] e solidità di due 
poliedri simili, A ed a due lati omologhi di 

questi poliedri, si avrà F; pi ; A ;« . 
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LA SPERA 



DEFINIZIONI 

l.La sfera è un goHdo terminato da una 
superficie curva di. cui tutu i punti sono ngual- 
mènte' dittanti da un punto interno che ni 
chiama centro. 

Si può imaginare che la .«fera sia prodotta p 
dalla rivoluzione del mezzo-circolo DAE in- 
torno al diametro DE. Poiché la superficie 
descritta con tal movimento dalla curva DAE 
avrà tutti i suoi punti a distanze uguali dal 
centro C. 

2. Il raggio della sfera è una linea retta 
condotta dal centro a un punto della super- 
ficie ; il diametro , o asse è una linea che 
passa per il centro, e che termina dalle due 
parti alla superficie. 

Tutti i raggi della sfera sono, ugnali,, tut- 
ti i diametri sono uguali , e doppi.del raggio. 

3. Si dimostrerà * che ogni, sezione ascila * 
sfera fatta da un piano è un. circolo; posto 
ciò, si chinina gran circo'o. la sezione che 
pis*a per il centro, piccolo circolo quella che 
non vi pa-sa . 

4. Un pLino è tangente della sfera quando 
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Ita un solo pulito comune colla sua super- 
fide - 

5. Il polo •V un circolo della efera è un pilli- 
lo della superficie ugualmente lontano da tut- 
ti i punti della circonferenza di questo cir- 

g. colo. Si farà vedere * che ogni circolo gran- 
de o piccolo ha sempre due poli. 

6. Triangolo sferico è ima parte della su- 
perficie della sfera racchiusa da tre archi di 
circoli grandi . 

Questi archi che si chiamano i lati del 
triangolo , vengono sempre supposti minori 
della iiicz/a-cireujifurunza . Gii angoli che i 
loro piani fauno fra loro sono ,gli angoli del 
triangolo. 

1- f« triangolo sferico prende il nome di 
rettangolo , obliquangolo, isoscele, equilatero 
ne' caci Mesi d'un triangolo rettilineo. 

8. Po'igono sferico è una parte della su- 
perficie della sfera racchiusa da più archi di 
circoli grandi. 

0. Fuso i; la parte della superficie della 
.■■fera compresa fra due gran mezzi circoli che 
hanno 1111 diametro comune. 

io, Giiiamerò cuneo o unghia sferica la par- 
fi del solido delia sfera compresa fra 1 me- 
desimi gran mezzi- circoli . La base del cuneo 
sarà i! fiso . 

1 [. Piramide sferica è la parte del solido 
clella sfera compresa fra i piani d' un angolo 
solido la di cui sommità è al centro. La ba- 
se della piramide sarà un. poligono sferico. 

12. SÌ chiama zona la parta della superfi- 
cie della sfora. compresa fra due piani parai- 
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leli: «ilo di questi piani puri essere tangente 
della steri!, allora la zona ha una soia base. 

13. Segmento sferico è in porzione dei so- 
lido della sfera compresa tra due piani pa- 
ralleli. Uno di questi piani può esser tan- 
gente della sfera, e allora il segmento sferi- 
co lia una sola base, 

14. L'asse, o altezza d'una zona e d'un 
segmento è la distanza dei due piani paral- 
leli che sono le basi della zona 0 del se- 
gmento . 

15. Mentre i! mezzo cìrcolo DAE giran- 
do intorno al diametro DE descrive la sfera, 
ogni settore circolare (rome DCF o FClt de- 
scrive un solido che sì chiama settore sfe- 
rico . 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA 

Se la sfera è 'tagliata da ha piano qualun- 
que » la sezione sarà un circolo . 

Sìa AMB la sezione fatta da mi piano nel- 
la sfera i l di cui centro è C . Dal punto C 
conducete la perpendicolare CO sul piano 
AMB, e differenti linee GM, CM a differen- 
ti punti della curva AMB che termina la 
sezione . 

Le oblique CM, CM , GB sono uguali, 
poiché sono raggi della sfera , esse sono dun- 
que ugualmente lontane dalla perpendicolare 
CO*; dunque tutte le linee OM, OM, OB 
sono uguali; dunque la sezione AMB è un 
circolo' di cui il punto O è il centro. 

Corollario I. Se la sezione passa per il cen- 
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tro dulia sfera , il suo raggio sarà il raggio 
della sf.-ra; dunque tutti ì gran circoli sono 
uguali fra loro . 

Corollario lì. Due gran circoli si tagliano 
sempie in due partì uguali, poiché la loro 
comune intersezione, passando perii centro, 
è un diametro / 

Corollario ÌIJ. Ogni gran circolo divide la 
sfera e la sua superficie in due parti uguali ; 
poiché se dopo av<-r separato i due emisferi , 
si applicano sulla base comune rivolgendo la 
convessità dal medesimo lato , le due super- 
liei coincideranno una coli' altra', senza di 
che vi sarebbero dei punti più vicini al cen- 
tro gli uni degli altri. 

Corollàrio V. Il centro d'un piccolo circo- 
lo e quello della sfera sono sopra una me- 
desima retta perpendicolare sul piano del cir- 
colo piccolo. 

Corollario V. I circoli piccoli sono tanto più 
pìccoli quanto sono più lontani dal centro 
della sfera; poiché, quanto è più grande la 
distanza CO, tanto è. più piccola la corda 
AB diametro del piccolo circolo AMB. 

Corollario Vi. Per due punti dati sulla su- 
perfìcie d' una sf, ra , si può fare passare un 
arco di circolo grande ; poiché i due punti 
dati e il centro della sfera sono tre punti che 
determinano la posizióne d'un piano. Ma se 
i due punti dati fossero alle estremità d'un 
diametro, allora questi due punti e il centro 
sarebbero in linea retta , e vi sarebbe un in- 
finita di circoli grandi che potrebbero pas- 
sare per i due punti dati. 
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PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA 

In ogni triangolo sferico ABC, un lato qua- 
hnque è minore della somma degli altri due. 

Sia O ti centro dt-lla (-fera, e siano con- 
dotti i raggi OA, Olt , OC. ai imagina- 
no i piani AOB , 40C, COB, questi piani 
formeranno al punto O un angolo solido ; e 
gli angoli AOB, AOG , COB avranno per 
misura i lati AB, AC, BC del triangolo 
sferico ABC - Ora ciascuno dei tre angoli 
piani che compongono 1 angolo solido è mi- 
nore della somma degli altri due *; dnnque * L P ^ 0, 
un lato qualunque del triangolo ABC è mi- 
nore della somma degli altri due. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA - 

Il più corto camino da un punto ad un altro F. i»3. 
sulla superficie della sfèra è l'arco di circolo 
grande che unisce i due pu ritintiti . 

Sia ANB 1* arco di circolo grande che uni- 
sce i punti A e B, e sia, se è possibile, M 
un punto della linea la più. corta fra A e ti. 
Per il punto M conducete gli archi di circo- 
lo grande MA, MB, e prendi-te BN=IVIB. 

Pit il teorema precedente, ANB è più cor- 
to di AMB togliendo da ambedue BN~ BM, 
re.-T.erii AN<AM . Ora la distanza da B a 
M, ossia che essa sì confonda coli' arco BSI, 
e che essa *ia qualunque altra linea, è' ugua- 
le alla distanza da B a N; poiché fueendo 
girare il piano del circolo grande BM intoi- 
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no al diametro che passa per lì, si può con- 
durre il punto M guì pùnto N , e allora la 
linea piò corta da M a B, qualunque sia, 
si confonderà con quella da N a B ; dunque 
i 'lue camini da A a B, 1* uno die passa per 
M, l'altro per N, hanno una parte aguale 
da M a R e da N a B . Il primo camino per 
supposizione è il più corto- dunque la distan- 
za da A a M è più corta della distanza dà 
A a N, il che è assurdo, poiché l'arco AM 
è maggiore di AN. Dunque verno punto del- 
la linea più corta fra A e il non può essere 
fuori dell' arco AN1Ì dunque quest' «reo stes- 
so è la linea più corta fra le di lui estremità . 
PROPOSIZIONE I\ r . 

la sommi dei tre lati d'un triangolo sferi- 
co è minore della circonferenza d'un circolo 
grande. 

Sia AISC un triangolo sferico qualunque: 
prolungate i lati AB , AG finché «' incontri- 
no di nuovo in D. Gii archi ABD, AGI) 
saranno mezze-circonferenze, poiché due cir- 
coli grandi .si tagliano sempre in due parti 
uguali ma nel triangolo BCD il lato BC< 
BD -"-CD; .aggiungendo dalle due patti AB-b 
AG, « aviM AB-i-AC+BG<ABD-+-ACD. 
cioè minore d'una circonferenza. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA 

la somma dei lati d'ogni polìgono sferico è 
minore deda circonferenza d'un circolo grand?. 
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Sia , per esempio , il pentagono ABCDE ; 
prolungate i lati Ali, DC finché s'incontrino 
iti F ; poiché BC è minore di BF-+CF, il 
contorno de] pentagono ABCDE è minore di 
quello del -quadrilatero AEDF . Prolungate 
nuovamente i lati AE, FD finché s'incontri- 
no in G, sì avrà ED<EG-^GT~); dunque il 
contorno del quadrilatero AEDF è minore di 
quello del triangolo AFG ; questo è minore 
della circonferenza d'un circolo grande: dun- 
que molto più il contórno del poligono ABG 
DI?» è minore della stessa circonferenza'. 
■'-Scotio. Questa proposizione èin sostanza 
In medesima della 21 del libro 5. Perchè?, 'ine 
O è il centro della sfera, si può Unaginare 
al punto O un angolo solido formato dagli 
angoli piani AOB, BOC , COD , ec. e la gonV 
,'nia di questi angoli deve esser minore di 
■quattro angoli retti , il che non differisce dal- 
ia proposizione presente . La dimostrazione 
che orane abbiamo data è differente da quel- 
la del libro quinto: l una e l'altra snppon 
gono che il poligono ABCDE sia convessa, 
ovvero che verun lato prolungato non tagli 
la figura. . \ 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA 

■ 1 Se si conduce il diametro DE perperdicola- F. 
re 'al ph/10 del circolo grande AMB, le estre- 
mità D ed R di onesto diametro saranno i po- 
li del circolo AMB, a: di tutti i piccoli circo- 
li rome FNG che gii sono paralleli . 

Poiché, DC essendo perpendicolare a] pia- 
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no AMB è perpendicolare a tutte le retta 
GA, GM, GB, ec. condotte dal «no piede in 
questo piano- dunque tutti gli avelli DA, 
DM, DB, ec. sono quarte parti di oirconfe- 
renza ■ io stesso è degli archi EA, EM, EB, 
ec. Dunque ciascuno dei punti D ed E è 
ugualmente lontano da tutti i punti della cir- 
Oonferenza AMB ; dunque tati sono i poli 
delia circonferenza medesima. 

In secondo luogo il raggio DC, perpendi- 
colare al piano AMB, è perpendicolare al 
suo parallelo FNG; dunque passa per il cen- 

*P. ì.tro 0 del cìrcolo FNG * ; dunque se 1 si ti- 
rano le obliquo DF , DN , DG , queste obli- 
que si allontaneranno ugualmente dalla per- 
pendicolare DO e saranno uguali . Ma essen- 
do uguali le corde sono uguali gli archi; dun- 
que tutti gli archi DF , DN DG , ec. sodo 
fra loro uguali; dunque il punto D è il po- 
lo del circolo piccolo FNG, e per ia mede- 
sima ragione il punto E è l'altro polo. 

Corollario I. Ogni arco DM condotto da un 
punto dell'arco di circolo grande AMB al 
suo polo è un quarto di circonferenza . Noi 
per brevità lo chiameremo quadrante , e que- 
sto quadrante fa nel medesimo tempo un an- 
golo retto c<fH* arco AM. Poiché essendo la 
linea DG perpendicdare al piano AMG, ogni 
piano DMC che passa iier la lìnea DCè'per- 

*p. i7. pendicolare al piano AMG*; dunque l'ango- 
L - v ' lo AMD è un angolo retto. 

CvroIUtrio iì. Per trovare il polo d'un arco 
dato AM, conducete l'arco indefinito MD 
perpendicolare ad AM, prendete MD ugua- 
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le a un quadrante, e il punto D sari uno 
dei poli dell'arco AM; ovvero conducete per 
i due punti A e M gli archi AD e MD per- 
pendicolari ad AM, il punto d'incontroD di 
questi due archi sarà il polo richiesto . 

Corollario li'. Reciprocamente se la distan- 
za del punto D da ciascuno dei punti A e 
M è uguale a un quadrante, dico die il pon- 
to D sarà il polo dell'arco AM, e che nel 
medesimo tempo gli angoli DAM, AMD sa- 
ranno retti . v 

Poiché, sia C il centro della sfera , e sia- 
no condotti" t raggi C V, CD, GM: giacché 
gli angoli ACDVMCD sono retti, la linea 
CD è perpendicolare alle due rette CA.CM; 
dunque è perpendicolare al loro piano; dun- 
que il punto D è il polo dell'arco AM ; e 
però gli angoli DAM, AMD son retti . 

Scolio. Le proprietà dei poli permettono di 
segnare sulla superficie della sfera degli archi 
di circolo colla medesima facilità che sopra 
una superficie piana. Si vede, per esempio, 
che facendo girare l'arco DP o ogni altra 
linea dello stesso intervallo intorno al punto 
D , l' estremità F descriverà il piccolo circo- 
lo PNG e se si fa girare il quadrante DFA 
intorno al punto D, l'estremità A descrive- 
rà l'arco di circolo grande AM. 

Se bisogna prolungare 1" arco AM , o se 
1 noe sono dati che i soli punti A e M per 
cui deve passar quest'arco, si determinerà 
. prima il polo D coli' intersezione di due- ar- 
chi descrìtti dai punti A e M come centri 
con un intervallo uguale al quadrante. Es- 
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Bendo trovato- il poto D, si descriverà dal 
punto D coni' 1 centro e col medesimo inter- 
vallo l'arco ÀM e il suo prolungamento . 

Finalmente è facile il vedere cosa bisogne- 
rebbe f.ire per condurre da un pulito dato 
un arco perpendicolare a un arco dato, e 
parimente per dividere un arco dato in due 
parti uguali , co. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA 

ufi. ■ Ogni piano perpendicolare all' estremità d'un 
¥.Tggio è tungtme delia sfera. 

.Sia PAG àa piano perpe ndicolare all'estre- 
mità del raggio OA ; se si prende -un punto 
qualunque Msu questo pianò, e che si tiri- 
no OM ed AJI, l'angolo OÀM sarà retto, 
e però la distanza OM narìi maggiore di OA. 
Il punto M e dunque fuori della sfera; e 
siccome è Io stesso per ogni altro punto del 
piano FAG, ne segue die questo piano ha 
il solo punto .A comune colla superficie del- 
la sfera; dunque è tangente di questa super- 
liei e . 

'Sbolio. Si può provare parimente che due 
sfere hanno un sol punto comune e sono per 
conseguenza tatigeiti I' una dell'altra, quan- 
do la distanza dei loro centri è uguale alla 
nomina o alla differenza dei loro raggi. Allo- 
ra i centri e il punto di contatto sono in li- 
nea retta. 
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PROPOSIZIONE vai. 1 ' 

TEOREMA 

V angolo BAC clic fanno fra loro due archi ■'■«6- 
di circoli grandi Ali, AC è ugnale all'ango- 
lo P AG formato dalle tangenti di quest'archi 
al punto A: ha pare per misura l'arco DE 
descritto dal punto A come polo fra i lati AB , 
AC! prolungati se è necessario. 

Poiché, la tangente AF condotta nel pia- 
no dell'arco Ali è perpendicolare :al raggio 
AO ; la tangente AG condotta nel piano 
dell'arco AG è perpendicolare al medesimo 
raggio AO. Dunque l'angolo FAG è uguale 
«H'ansolo dei piani OAB. OAC *, che è *P.i6. 
rjuello d''gli archi AB, AG, e clie si indi- L V * 
ca con BAG . 

Parimente , se l'arco AI) è uguale a un . 
quadrante, come pure AE , le lune OD, OE 
saranno perpendicolari ad AO, e perciò l'an- 
golo DOE ^ark uguale all' angolo dei piani 
AOD, AOE. Dunque l'arco DE è la misu- 
ra dell'angolo di questi piani, ossia la mi- 
sura dell'angolo BAG. 

Corollario . Gli angoli dei triangoli .-fcriei 
possono paragonai .-i fra loro per 1111:7.7.0 degli 
archi di circoli grandi descritti dalle loro 
sommità come poli e compresi fra i loro la- 
ti . Onde è facile di fare un angolo uguale 



Scolio. L'angolo li AC è uguale all'ango- 
li liHG formato d.ai medesimi lati prolungati: 
giacché l'uno o l'altro è sempre l'angolo 
fermato dai due piani EA.O, CAO. , 



a un angolo dato . 
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Osservate pure che nell'incontro dei due 
archi AD, BC, i due angoli adiacenti ABC, 
CBD presi insieme equivalgono sempre a due. 
angoli retti . 

i PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA 

Essendo dato il triangolo ABC, se si de- 
scrive il triangolo DEF in maniera che gli an- 
goli del primo siano i poli dei lati del secon- 
do , reciprocamente gli angoli del secondo sa- 
ranno i poli dei lati del primo . 

Dai punti A, B, G rome poli, siano de- 
scritti gli archi EF, DF, DE, che col loro 
concorso formano il triangolo DEF ; dico che 
gii antroli D, E, F saranno i poli degli ar- 
chi BG, AC, AB respettivanu-nte. 

Poiché, èssendo i! punto Ail polo dell'ar- 
co EF, la distanza AE è un quadrante; es- 
sendo il punto G il polo dell' arco DE , la 
di-tanza CE è parimente un quadrante; dun- 
que il punto E è lontano un quadrante da 
ciascuno dei punti A e G; dunque è il po- 
lo dell'arco AC. Si dimostrerà deipari che 
D è il polo dell' arco BC, e F quello dell'ar- 
co AB . , - ' 

Corollario. Dunque il triangolo ABC pno 
essere descritto per mezzo di DEF , come 
DEF per mezzo di ABC. 

PROPOSIZIONE X. 

TE O R E M A 

Poste le medesime cose del teorema prece- 
dente ciascun angolo d' uno dei triangoli ABC 
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DEF avrà per misura la mezza circonferenza 
meno il tato opposto nell'altro triangolo. 

Siano prolungati , se è necessario, i lati 
AB, AC finché incontrino EF in G'e H; 
poiché il punto A è il polo dell'arco GH , 
l'angolo A avrà per misura l'arco GH . Ma 
1* arco EH è 1111 quadrante come pure GP , 
giacché E è il polo di AH, e F è il polo 
di AG; dunque EH^-GF equivale ad una 
mezza circonferenza . Ora EH-vGF è lo stes- 
so che EF-fGH . Dunque l' arco GH che mi- 
sura l' angolo A è uguale a una mezza-cir- 
conferenza meno il lato EF ; parimente l'an- 
golo B avrà per misura £ «re. — DF,e l'an- 
gelo C, § circ. — DE . 

Questa proprietà dev'essere reciproea fra 
i due triangoli, giacché si descrivono nella 
atessa maniera l'uno col mezzo dell'altro. 
Perciò si troverà che gli angoli D, E, F 
del triangolo DEF hanno per misura respet- 
tivame.nte £ circ. - EC , 1 circ. — AC , | circ. 
— AB. In fatti l' angolo D, per esempio, ha 
per misura l'arco MI: ora MI-vBC=MC— (- 
BI=§circ, Dunque l'arco MI misura, dell'an- 
golo D, =£(■?><?. — BC, e così degli altri. 

Scolio. Bisogna osservare che oltre il trìau- r 
golo DEF , se ne potrebbero formare tre al- 
tri i di cui angoli sarebbero parimente- i po- 
li dei lati del triangolo ABC, perchè l'in- 
tersezione di tre archi dati di posizione pro- 
duce quattro triangoli. Ma la proposizione 
attuale non ha luogo che per il. triangolo cen- 
trale, che è distinto dagli altri tre in questo 
clie i due angoli A e D sono situati da una 
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medesima parto di BC , i due B ed E da una 
medesima parte di AG, e i due C e F da 
una medesima parte di AB . 

Si danno diversi nomi ai due triangoli ABC, 
DEF : il più conveniente sembra quello di 
triangoli polari . 

PROPOSIZIONE XI. 

LEMMA 

Essendo dato il triangolo ABC, se dal polo 
A e colf intervallo AC si descrive l' arco di 
piccolo circolo DEC , se dal polo ìi e coli' in- 
ternilo BC si descrive parimente l'arco DFC, 
e dal punto ove. gli archi DEC , DFC si ta- 
glierà 1 , no , si conducono gii archi di circolo 
grande AD , DB, dico che il triangolo ADB 
cos'i formato avrà le sue parti uguali a quelle 
del triangolo ACB. 

Poiché, per costruzione il lato AD—AC, 
DC— BC, ABè comune; dunque questi trian- 
goli hanno i lati respettivauiente uguali. Di- 
co udes-o che gli angoli opposti ai lati ugua- 
li «mio uguali . 

In fatti se si suppone il centro della sfe- 
ra in O, *i può concepire un angolo solido 
formato al minto O dai tre angoli piani AOB, 
AOC, BOC; si \mb concepire parimente un 
Bccondo angolo solido formato dai tre angoli 
piani AOB, A OD , BOD. E poiché i lati 
del triangolo A BC sono uguali a quelli del 
triangolo ABD, ne segue che gli angoli pia- 
ni che formano uno di questi angoli solidi 
nono uguali rtìfuuttivamentfi agli angoli piani 
che. fujiiidiio l'altro unguio ooiìdo . Ma in tal 
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caso si è dimostrato * che i piani in cui so- *p Ja - 
no g!i angoli uguali sono ugualmente indi- L.v. 
nati fra loro ; dunque gli aiujoli del triango- 
lo. sferico DAB sono uguali a quelli del trian- 
golo CAB , cioè DAB=BAC, DBA=AEC, 
e ADB=ACB- Dunque i Iati e gli angoli 
del triangolo ADB sono uguali ai lati e agli 
angoli del triangolo ACB. 

Scolio. L'uguaglianza di questi triangoli 
non è però un uguaglianza assoluta o di so- 
praposizione, perchè sarebbe impossibile d'ap- 
plicar l'uno sull'altro esattamente, a meno 
che non fossero isosceli . L' uguaglianza di cui 
sì tratta è quella che abbiamo già chiamata 
uguaglianza di simmetria, e perciò chiamere- 
mo simmetrici i triangoli ACB, ADE- 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA 

Due triangoli situati sopra la medesima sfe- f. »3 0 . 
ra o sopra sfere uguali , sono uguali in tutte 
le loro parti, quando hanno un angolo uguale 
compreso fra lati rcspettivamente uguali . 

Sia il lato AB— EP, il lato AC— EG , e 
l'angolo BAC=PEG; il triangolo EFG po- 
trà esser situato sopra il triangolo ABC o sul 
suo simmetrico ABD nella medesima manie- 
ra che si sopvapongono duo triangoli rettili- 
nei che hanno un angolo uguale compreso 
fra lati uguali. Dunque 1 tutte le parti del 
triangolo EFG saranno uguali a quelle del 
triangolo ABC, cioè oltre le tre parti che 
Fono supposte uguali , si avrà il lato BC=PG, 
f angolo ABC=EFG , e l'angolo ACB—EGF.. " 
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proposizione ;xm 

TEOREMA 

Due triangoli situati sopra la medesima sfe- 
ra, o sopra sfere uguali, sono uguali in tutte 
le loro parti quando hanno un lato uguale adia- 
cente a due angoli respettivamente uguali . 

Poiché, uno di questi triangoli può essere 
situato sopra l'altro, o su] suo , simmetrico, 
come si è spiegato nel casa simile dei trian- 
goli rettilinei - Vedete P. %. L. L 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA 

F.»9. Se due triangoli situati sulla medesima sfe- 
ra, O sopra sfere uguali sono equilateri fra lo- 
ro , saranno anche equiangoli , e gii angoli ugua- 
li saranno opposti ai lati uguali. 

Ciò- è manifesto per la Prop. XI., ove si è 
veduto che con tre Iati dati AB, AC , BG 
nón si pnò lare che due triangoli ACB, ABD, 
differenti in quanto alla posizione delle par- 
ti , ma nguali in guanto alla grandezza di 
queste medesime parti . Dunque due triango- 
li eqnilateri fra loro sono o assolutamente 
uguali, o almeno uguali per simmetria; in 
ambedue ì casi sono equiangoli r e gli angoli 
nguali sono opposti ai lati uguali . 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA 
r.aSi, In ogni triangolo sferico isoscele gli angoli 
opposti ai lati uguali sono uguali; e recipro- 
camente se due angoli d' un triangolo sferico 
sono uguali, il triangolo sarà isoscele. 
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i." Sia il lato AB=AC; dico che si avrà, 
l'angolo C— B; poiché se dalla sommità A 
al punto D mézzo- della base si conduce l'ar- 
co AD, i due triangoli ABD, ADC avran- 
no i tre lati respetti v amente uguali ; cioè 
AD comune, BD=DC r e AB=AG ; dun- 
que per il teorema precedente- questi trian- 
goli avranno gli angoli uguali , e si avrà B—C. 

3.° Sia 1' angolo 'B=G ; dico che sarà 
AC=AB ; poiché se il lato AB non è ugua- 
le ad AC, sia AB il più grande di essi, 
prendete BOt=AC , e tirate OC , I due lati 
BO, BC sono uguali ai due lati AC, BC ; 
1' angolo compreso dai primi OBG è uguale 
all' angolo compreso dai secondi ACB. Dun- 
que per la prop. 12, i due triangoli BOC, 
ACB hanno le altre parti uguali, e per con- 
seguenza l'angolo OCB—ABC; ma l'ango- 
lo ABC per supposizione =AGB ; dunque 
■si avrebbe OGB=ACB r il che- è impossibi- 
le . Dunque non si può supporre AB differen- 
te da AC ; dunque i lati AB ,. AC. opposti 
agli angoli nguali C, e B sono- uguali. 

Scolio. La medesima dimostrazione prova 
che 1' angolo BAD=DAC ,. e che l' angolo 
BDA=ADC . Dunque questi due ultimi so- 
ao retti : dunque Carco- condotto: dalla sommi- 
tà d'un triangolo isoscele- al mezzo della sua 
base è perpendicolare a questa base, e divide 
l'angolo della sommità in due. parti uguali. 

proposizione: xvi. 

1 TEOREMA 

In un triangolo sferica ABC , se- J' angolo A F. 
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è maggiore dell' angolo B , il lato BC opposto 
all'angolo A sarà maggiore del lato AC oppo- 
sto all'angolo B : reciprocamente se il tato BG 
è maggiore di AG , /' angolo A sarà maggiore 
dell' angolo B . 

i.° Sia l'angolo Ar>B, fate 1' angolo 
•* BAD=B , avrete AD=rÌB * . Ma AD-4-DC 
■ è maggiore di AC : invece di AD mettende 
DB, si avrà DBh-DC o BC>AC. 

2." Se si suppone BC>-AG, dico che l'an- 
golo BAC sarà maggiore di ABC . Poiché se 
BAC fosse uguale ad ABC, si avrebbe BC— AC; 
e se fòsse BAC<ABC , ne nascerebbe secon- 
do ciò che si è dimostrato BC<:AC : il che 
è contro la supposizione. 1 . Dunque BAC è 
maggiore di ABC . 

PROPOSIZIONE xvn. 

T E O R E M -A 

Se i due lati AB , AC del triangolo sferica 
ABC sono uguali ai due lati DE , DF del trian- 
golo DEF fatto sopra una sfera uguale , ss 
nello stessotempo l'angolo A è maggiore dell'an- 
golo D , dico che il terzo lato BG del primo 
triangolo sarà maggiore del terzo EF del se- 
condo triangolo . 

La dimostrazione è assolutamente simile a 
quella della prop. X. Lib. I. 

PROPOSIZIONE XVIU. 

TEOREMA 

Se due triangoli descritti sulla medesima sfe- 
ra o sopra sfere uguali sono equiangoli fra loro, 
sàranno anche equilateri. . 
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Siano A e B i due triangoli dati , P c Q 
i loro triangoli polari . Poiché gli angoli sono 
uguali ueì triangoli A e B, i lati saranno ugua- 
li nei polari P e Q * . Ma dall' essere i triaa- **.«. 
goli P e Q equilateri fra loro ne segue che so- 
do ancora equiangoli *. Finalmente dall' -es- ' p , 4- 
■sere ugnali gli angoli ne* triangoli P e Q, ne 
segue * che ilari sono uguali nei loro polari * P-ie- 
A e B. Dunque i triangoli equiangoli A e B 
sono nel medesimo tempo equilateri fra loro- 
Si può ancora dimostrare la medesima pro- 
posizione senza il soccorso dei triangoli po* 
■ Jan . 

Siano ABC, DEFdue triangoli equiangoli fz* F.434- 
loro, talmente che sia A=^D, B=E, C~F, d i-co 
che sarà il lato AB—DE, AC=DF, BC—EF. 

Sul prolungamento dei lati AG, AB pren- 
dete AG=DE, e AH^DF-, tirate GH e pro- 
lungate gli archi BC , GH finché s'iucoutrj- 
lio in I e in K. 

I due lati AG, AH sono per costruzione 
uguali ai due DE, DF, l'angolo compreso 
GAH=BACj=EDP i dunque * j triangoli * 
AGH, DEF sono, uguali in tutte le loro par- 
ti, e ai ha l'angolo AGH=DEF— ABC , « 
l'angolo AHG=DFE=ACB. 

Nei triangoli IBG, KBG il lato BG è co- 
mune, l'angolo IGB=iUBKì e poiché IGB-t- 
BGK è uguale a due retti , come pure GBK-t- 
IBG , ne segue che BGK==IBG. Dunque i 
triangoli IBG, GBK souo ugnali *, e si ha *p.i3. 
IG—BK, e 1B=GK. 

Parimente dati' essere 1* aagolo ABGs&GB. 
si conchinderà che i triangoli ICH , HCK hau- 
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no un lato uguale adiacente a due angoli 
uguali . Dunque sono uguali ; dunque IH=CIv, 
e HK=IC, 

Adesso se dalle uguali BI£, 1G si tolgono 
le uguali CK, IH, i resti BG, GH saranno 
uguali: D'altronde l'angolo ECA=AHG, e 
1' angolo ABC=AGH . Dunque i triangoli 
ABC , AHG hanno un lato ugnale adiacen- 
te a due angoli uguali ; dunque sono uguali . 
Ma il triangolo DBF è aguale io tutte le sue 
parti al triangolo AHG ; dunque è uguale 
anche al triangolo ABC, e si avrà AB=DE , 
AC=DF, BC=EP. Dunque se due trian- 
goli sferici sono uguali fra loro , i lati oppo- 
sti agli angoli uguali saranno uguali. - 

Scolio. Questa proposizione non ha luogo 
nei triangoli rettilinei, ove dall'uguaglianza 
degli angoli non si può dedurre altro che la 
proporzionalità dei lati . Ma è facile di con- 
cepire la differenza che ]>assa rapporto a ciò 
tra i triangoli rettilinei e i triangoli sferici. 
Nella proposizione presente , come pure nel- 
le proposizioni ia, 13, 14 e tri ove si trat- 
ta del paragone dei triangoli, si dice espres- 
samente che questi triangoli sono descritti 
sulla medesima sfera' o sopra sfere nguali. 
Ora gli archi simili sono proporzionali ai rag- 
gi ; dunque sopra sfere uguali due triangoli 
non possono esser simili senza essere uguali . 
Non fa meraviglia dunque cjie ]' uguaglian- 
za degli angoli porti seco, I' uguaglianza dei 
lati . 

Sarebhe altrimenti se i triangoli fossero de- 
scritti sopra sfere disuguali : allora essendo 
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uguali gli angoli, i triangoli sarebbero sitnb 
li, e i iati omologhi sarebbero fra loro come 
i. raggi delle sfere. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA 
La somma degli angoli d' ogni triangolo sfe- 
rico è minore di sei , e maggiore di due ango- 
li retti . 

Poiché ciascun angolo d' un triangolo 
sferico è minore di due angoli retti ; ( vede- 
te lo scolio seguente) dunque k somma dei 
tre angoli è minore di sei angoli retti. 

2." La misura di ciascun angolo d'un trian- 
• golo sferico è uguale alla mezza-circonfcren- 
za meno il lato' corrispondente del triangolo 
-polare *. Dunque la somma dei tre angoli 
ha per misura tre mezze-circonferenze meno 
la somma dei lati del triangolo polare. Ora 
quest'ultima somma è minore di una circon- 
ferenza * ; dunque togliendola da tre mezze- * 
circonferenze, resterà più d'una mezza-circon- 
ferenza che è la misura di due angoli retti . 
Dunque a.° la somma dei tre angoli di un 
triangolo sferico è maggiore dì due angoli 
retti . 

Corollario I. La somma degli angoli d' urt 
triangolo sferico non è costante come quella 
dei triangoli rettilinei; varia da due angoli 
retri fino a sei , senza potere essere uguale 
nè all' uno uè all'altro limite. Onde due an- 
goli dati non fanno conoscere il terzo. 

Corollario II. Un triangolo sferico può ave- 
re due o tre angoli retti , due o tre angoli 
ottusi. * , . 
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,35. Se il triangolo ABC è birettangolo , cioè se 
ha due angoli retti B e C, la sommità A 
sarà il polo della baseBC; e i lati AB, AG 
saranno quadratiti. 

Se in oltre l'angolo A è retto, il triango- 
lo ABC sarà trirettangolo, i suoi angoli sa- 
ranno tutti retti, e i suoi lati quadranti. Il 
triangolo trirettangolo è contenuto otto volte 
nella superficie della sfera , £1 che si vede 
per mezzo della iìg. 236, supponendo l'arco 
MN uguale a un quadrante. 

Scolio , Abbiamo supposto in tutto ciò che 
precede , e conforme alla definizione 6. che 
i triangoli sferici hanno i loro lati sempre mi- 
nori della mezza-circonfcrenza , allora ne se- 
gue che gli angoli sono sempre minori di due 

a3 7- angoli retti. Perchè, se il lato AB è mino- 
re 'della mezza-circonferenza, come pure ACi 
questi archi devono esser prolungati ambedue 
per incontrarsi in lì . Ora i due angoli ABC. 
CBD presi insieme equivalgono a due ango- 
li retti; dunque l'angolo ABC solo è mino- 
re di due angoli retti . \ 

Osserveremo però che esistono dei trian- 
goli sferici , di mi certi lati sono maggiori 
della mezza-circonferenza, e certi angoli so-, 
no maggiori di due angoli retti. Perchè,' se 
si prolunga il lato AC in una circonferenza 
intiera ACE , ciò che resta tògliendo dalla 
mezza sfera il triangolo ABC è un nuovo 
. triangolo, che si può pure indicare con ABC, 
e i di cui iati sono AB, BC, AEC. Si ve- 
de dunque che il lato AEC è maggiore del- 
la mezza-circonferenza AED, ma nel mede- 
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eimo tempo l'angolo opposto in B supera due 
angoli retti dell'eccesso CBD . 

Del resto, si sono esclusi dalla definizio- 
ne i triangoli i di cui lati ed angoli sono si 
grandi, perchè la loro risoluzione o la de- 
terminazione delle loro parti si riduce sem- 
pre a (juelia dei triangoli compresi «ella de- 
finizione. In fatti si vede facilmente che sa 
si conoscono gli angoli e i lati de! triango- 
lo ABC, si conosceranno immediatamente gli 
ungali e i Iati del triangolo che è il resto 
della mezza-sfera. 



sfera come l'angolo MAN di questo fuso Stà 
a quattro angoli retti, o come l'arco MN che 
misura quest' angolo Stà alla circonferenza . 

Supponiamo primieramente che l'arco MN 
stia alla circonferenza MNPQ in un rapporto 
razionale, per esempio come 5 sta a 48. Si 
dividerà la circonferenza MNPQ in 48 parti 
uguali, di cui MN ne conterrà 5; congiun» 
gendo dipoi il polo A e i punti di divisione 
con altrettanti qttarti di 'circonferenza si avran- 
no 48 triangoli nella mezza-sfera AMNPQ 
che saranno tutti uguali fra loro, poiché avrau- 
so tutte le loro parti uguali . La sfera intie- 
ra conterrà dunque o<S di tali triangoli par- * 
-ziali, e il fuso AMBNA ne conterrà 10; dun- 
que il fuso sta alla superficie della sfera co- 
me 10 sta a otì, 0 coma £ sta a 48, cioè co- 
me l' arco MN sta alla circonferenza. 



, PROPOSIZIONE XX. 
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Se .l'arco MN non è commensurabile col- 
la circonferenza, si proverà collo stesso ra- 
gionamento di cui si sono già veduti molti 
esempi che il fuso 'sta sempre alla superficie 
della sfera come V arco MN sta alla circon- 
ferenza . 

Corollario J. Due fusi «tanno fra loro come 
i loro angoli respettivi. 

Corollario IL Si è già veduto che la super- 
ficie intiera -della sfera è uguale a otto trian- 
■'9- goli trirottangoli *. Dunque se sì prende pej 
uaijtà l'area d'uno di questi triangoli; la su- 
perficie della sfera sarà rappresentata da 8- 
Pesto ciò, la superficie del fuso il di cui an- 
golo è A sarà espressa da aA , ( se però l'an- 
golo A è valutato nella supposizione che 
l'angolo retto sia uguale all'unità;} poiché 
si ha aA ; 8 H Aù 4 - Vi sono qui dunque 
due unità differenti; una per gli angoli, ed, 
è l'angolo retto; l'altra per le superfici,ed 
è il triangolo sferico tri- rettangolo, ossia quel- 
lo di cui tutti gli angoli sono retti , e i lati 
sono quarte parti di circonferenza. 

Scolio. L' unghia sferica compresa fra ì pia- 
ni AMB , ANB stà al solido intiero della 
sfera come l'angolo A 'stìt a quattro angoli 
retti. Poiché essendo uguali ifusi, le unghie 
sferiche saranno parimente uguali . Dunque 
due unghie sferiche stanno ira loro come i 
loro angoli respettivi. 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA 

i3e Se due gran cìrcoli AOB , GOD « tagliano 
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come sì voglia nell'emisfero OACBD , la som- 
ma dei triangoli opposti AOC , BOI)., sarà 
uguale al fuso LI di cui angolo è BOD . 

Poiché , prolungando gli ardii OB , OD 
nell'altro emisfèro finché s' incontrino in N, 
OBN sarà una mezza-circonferenza come [tu- 
re AOB -, togliendo OB da ambedue, si avrà 
BN=AO . Per una sitnil ragione DN— CO, 
e ED— AC. Dunque i due triangoli AOC , 
JìDN hanno i tre lati uguali, e similmente 
disposti ; dunque sono uguali, e la somma dei 
triangoli AOC, BOD è equivalente al fuso 
OBNDO, il di cui angolo è BOD. 

Scolio. È -chiaro .pure che le due pirami- 
di sferiche che fianno per base i triangoli 
AOC, BOD prese insieme equivalgono all'un- 
ghia sferica il di cui angolo è BOD. 

PROPOSIZIONE XXII. 

TIOHEMX 

La. superficie A' un triangolo sferico qualun- F.aJj. 
gue ha per misura l' -eccesso della somma dei 
suoi tre angoli sopra due angoli retti. 

Sia ABC il triangolo proposto ; prolunga- 
te i suoi lati finché incontrino il gran circo- 
lo DEF-G condotto a piacere fuori del .trian- 
golo. Per il teorema precedente i due trian- 
goli ADE, AGII presi insieme equivalgono 
al fuso il di cui angolo è A, e che li a per 
misura 2 A*. Onde si avrà ADE-*-AGII=2A; *p.»©. 
per una simil ragione BGF-t-BID=aB, CIH 
-+CFE=2C. Ma la somma di questi sei trian- 
goli supera la mezza-sfera di .due volte iL 
triangolo ABC; d'altronde la mezza-sfera è 
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rappresentata da 4 ; dunque il doppio del 
triangolo ABC è uguale a 2A-f2B-*-:iC— 4, 
e per conseguenza ABC— A^B -fC— 2 . Dun- 
que un triangolo sferico ha per misura la 
somma dei suoi angoli meno due angoli retti. 

Corollario I. Quanti angoli retti vi saranno 
in tal misura , altrettanti triangoli trirettan- 
goli, o ottave parti di sfera che sono l'unità 
di superficie saranno contenuti nel triangolo 
proposto. Per esempio, se gli angoli sono 
tutti uguali a § d'un angolo retto, allora i 
tre angoli varranno 4 angoli retti, e il trian- 
golo proposto sarà rappresentato da 4 — a, 
o 2 , dunque sarà uguale a due triangoli tri- 
rettangoli o alla quarta parte della superficie 
della ifera . 

Corollario II. Il triangolo sferico ABC 
è equivalente al fuso il di cui angolo è 

— — 1, ed anche la piramide sferica 

la -di coi, basa é ABC, equivale all'unghia 
sferica il di cui angolo è A -~ t ~ B "~ f " — I . 

Scolio. Nello stesso/tempo che si paragona 
il triangolo sferico ABC at triangolo trìret- 
tangolo, la piramide sferica che ha per base 
ABC si paragona, e segue la medesima pro- 
porzione colla piramide trirettangola . L'an- 
golo solido alla sommità della piramide si pa- 
ragona parimente coli' angolo solido alla 
sommità della piramide trirettangola . In fatti 
il paragone si stabilisce per mezzo della coin- 
cidenza delle parti. Ora se le basi delle pi- 
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rafflidi coincidono, è chiaro the le piramidi 
stesse coincideranno come pure gli angoli al- 
la loro sommità. Da ciò nascono più conse- 
guenze. 

e". Due pirEtnidi triangolari sferiche stan- 
no fra lóro come le loro basi ; e poiché una 
piramide poligona si può dividere in più pi- 
ramidi triangolari, ne segue che due pirami- 
di sferiche qualunque stanno fra loro come 1 
poligoni che servono loro di basi , 

s.° Gli angoli solidi alla sommità delle me- 
desime piramidi stanno ugualmente nella pro- 
porzione delle basi. Dunque, per paragona- 
re due angoli solidi qualunque, bisogna si- 
tuare le loro sommità a! centro di due sfere 
uguali, e questi angoli solidi staranno fra lo- 
ro come i poligoni sfèrici intercetti frai loro ■ 
piani o faccie. 

L'angolo alla sommità della piramide tri- 
rettangola è formato da tre piani perpendi- 
colari fra loro. Quest'angolo che si può chia- 
mare angolo solido retto è adattassimo per 
servire d' unità di misura agli altri angoli soli- 
di. Posto ciò, il medesimo numero che dà 
ì* area del poligono sferico darà la misura . 
dell'angolo solido corrispondente. Per esem- 
pio, se l'area del poligono sferico è vale 
a dire se è uguale a % del triangolo triret- 
tangolo , l'angolo solido corrispondente sarà 
pure % dell'angolo solido retto. 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA 

La superficie £ un poligono sferico ha per F.^ 
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misura la' somma dei suoi angoli meno tante 
volte due angoli retti quanti lati di più di due 
ha il poligono. 

Dall' angoh> A siano condotte a tutti gli 
altri angoli le diagonali AG, AD ; il poligo- 
no ABGDE sarà diviso in tanti triangoli me- 
no due quanti lati egli contiene . Ma la su- 
perfìcie di ciascun, triangolo ha per misura 
3a somma dei suoi angoli meno due angoli 
retti, ed è chiaro che la somma di tutti gli 
angoli dei triangoli è uguale alia somma de- 
gli angoli del poligono . Dunque la super- 
bie del poligono è uguale alla somma dei 
■suoi angoli , meno tante volte due angoli ret- 
ti quanti sono i snoi lati meno- due. 

Scolio. Sia s la somma degli angoli d'un 
poligono sferico, n il mimerò dei suoi Iati; 
essendo supposto l'angolo retto per l'uniti), 
la superficie del poligono' avrà. per. misura, 
*— 2(n— a) o s — 211-+4. 

rROFOSIZIONE xxiv: 

TE ORE MA 

Sia & il numero- degli angoli solidi d'un po- 
liedro , H il numero delle sue facete , A il nu- 
mero delle sue costole; dico che sarà sempre 
S^H=A-f2. 

Prendete dentro il poliedro un punto da 
cui condurrete delle linee rette a tutti gli an- 
goli; imaginate dipoi che dalmcdesimo pun- 
to come centro si descriva una superficie sfe- 
rina che sia incontrata da tutte queste linee 
in altrettanti punti ; congiungete questi pun- 
ti con degli archi di circoli grandi in modo 
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che si formino sulla superficie della sfera dei 
-poligoni corrispondenti e uguali in numero 
alle faccie del poliedro. Sia ABCDE uno di F.»4». 
questi poligoni, e. sìa ;i il numero dei suoi 
lati; la sua superficie sarà s — 2/M-4, essen- 
do s la somma degli angoli A , It , C , D , E . 
Se si vaiati similmente la superficie di cia- 
scuno degli altri poligoni sferici , e sì som- 
mino tutti insieme, se ne conchiuderà che la 
loro somma , o la superficie della sfera rap- 
presentata da 8 è uguale alla somma di tutti 
gli angoli dei poligoni, meno due volte il 
numero dei loro lati, più 4 preso tante vol- 
te quante sono le faccie. Ora siccome tutti 
gli angoli formati intorno a un medesimo pun- 
to A equivalgono a quattro angoli retti , la 
ifjnimadi tutti gli angoli dei poligoni è ugna- 
rle a 4 preso tante volte quanti angoli solidi 
j vi sono, è dunque uguale a 4S. Dipoi il dop- 
! pio del numero dei lati AB, BG, CD ec. è 
! uguale al quadruplo del numero delle costo- 
/ le o — 4A , giacché la medesima costola ser- 
I ve di lato a due faccie . Dunque si avrà 
J 8=4S — 4A-t-4H ; e prendendo la quarta par- 
/ te di ciascun membro, 2=S — A-i-H, o il che 1 
torna lo stesso, S-i-H=A-+2. 

Corollario. Segue da ciò che la somma de- 
gli angoli piani che formano gli angoli solidi 
a" un poliedro è uguale a tante volte quattro 
angoli retti quante unità sono in S — a essendo 
S il numero degli angoli solidi del poliedro. 

Poiché se si considera una faccia il di cui 
numero dì lati sia n, la somma degli angoli 
di questa Jaccia sarà uguale a tante volte dite 
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angoli retti quante unità sono in n — 2 . M'i 
la somma di tutti gli n, o il numero dei la- 
ti di tutte le faccie è 2A, e 2 preso tante 
volte quante sono le faccio =2H . Dunque 
la somma di tutti gli angoli delle faccie è 
uguale a due angoli retti presi tante volte 
quante unità vi sono in 2 A — flH- D'altron- 
de 2À- 1 - 2H=2S — 4=2 (S — 2). Dunque la 
somma dì cui si tratta è uguale a quattro 
angoli retti presi tante volte quante unità so- 
no in S — 2. 

PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA 

Di tutti i triangoli fferìci formati con due Li- 
ti dati e un terzo a piacere , il maggiore , è 
quello che. si può inscrivere in una mezza-cirs- 
conferenza di cui la corda del terzo lato sar£\ 
il diametro. \ 

Sia ABC il triangolo più grande di tutti \ 
quelli che sì possono formare coi due lati \ 
dati AB , AG e un terzo a piacere ; al di ] 
rotto di BG fate il triangolo BDC uguale a. I 
BAG, talmente che si abbia BD=AC , e j 
DC=AB ; tirate la diagonale AD, dico che ' 
Ja diagonale AD è uguale a BG. 

Poiché il triangolo ABD ha i due lati AB, [ 
BD uguali ai due AB, AG del triangolo 
ABC : se dunque il terzo lato AD non è 
uguale a BC , il triangolo ABC sarà maggio- 
re per snpposizioné di ABD; per la medesi- 
ma ragione ABC 0 BCD sarà maggiore di 
ACD: dnnque ABD-t-ADG sarebbe minore 
di ABG-i-BGD. Ma è chiaro all' opposto che 
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]e due somme raiio uguali giacché 1 una e 
1' altra formano il quadrilatero ABCD -, dun- 
que la diagonale AD è uguale a BG,e nel 
tempo stesso il triangolo BAD è aguale al 
triangolo BAC . 

Segue da ciò che l'angolo BAD è uguale 
ad ABC, e che perciò il triangolo 'BAO è 
isoscele; si ha dunque BO=AO ; si ha pa- 
rimenti AO=CO. Dunque, se dal punto O 
come polo e coli' intervallo BO si descrive 
una circonferenza , questa circonferenza pas- 
sera per i tre punti B, A. C; dunque il 
triangolo massimo BAG è quello che si può 
inscrivere in una mezza-circonferenza di cai 
la corda del terzo lato BC è il diametro. 

Scolto I. Il triangolo sferico BAG diventa 
un massimo nel medesimo tempo del trian- 
golo rettilineo BAC formato dalie corde dei 
di lui lati, cioè quando l'angolo compreso 
dalle corde AB, AC è un angolo retto. Per- 
chè allora questo triangolo può essere inscrit- 
to in una mszza- circonferenza di cui il terzo 
lato BG è il diametro . 

Nel triangolo rettilineo BAG 1' angolo ret- 
to A è uguale alla somma degli altri due B 
e C; noi triangolo sferico BAG, l'angolo 
BAC è pure uguale alla somma degli altri 
due. Poiché, l'angolo BAC=BAO-tCAO ; 
ora BAO=ABO , e CAO=ACO . Dunqua 
l'angolo A del triangolo sferico BAC è u- 
guale alia somma degli altri due B e C : e da 
ciò segue che )' angolo A è ottuso, perchè 
la somma dei tre angoli del triangolo BAC 
è doppia dell' angolo A, e d' altronde que- 
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sta stessa somma è maggiore dì due angoli 

.retti*. Dunque l'angolo A è maggiore d'un 
angolo retto . 

Se si prolungano i lati AB , AG finché 
s'incontrino in È, il triangolo BCE sarà ugua- 
le alla quarta parte della superficie della sfe- 
ra. Poichò l' angolo E=A=ABC-kACE; dun- 
que i tre angoli del triangolo BCE equival- 
gono ai quattro ABC, CIÌE, ACB, BCE la 
di cui somma è 4 angoli retti. Dunque la su- 

■ perfide del triangolo ACE*=4— 2=2 che 
è la quarta parte della superficie della .sfera. 

Scolio IL Non vi sarebbe luogo a massimo-, 
se la somma dei due lati dati AB, AC fos- 
se uguale » maggiore d* una mezza eirconfe- 
lenza; poiché, siccome il triangolo ABC de- 
ve essere inscritto in un mezzo circolo della 
sfera , bisogna che la somma dei due lati AB , 
AC sia minore della mezza-circonferenza d'un 
circolo della sfera, e per conseguenza mino- 
re della mezza-circonferenza d' un gran cir- 
colo. 

La ragione per cui non vi è massimo, 
quando la somma dei due lati dati è maggio- 
re della mezza-circonferenza, sì è perchè al- 
lora il triangolo va crescendo a misura che 
J' angolo com prego fra' lati dati è più gran- 
de . Finalmente , quando quest' angolo sarà 
uguale a due retti, ì tre lati saranno in uno 
stesso piano, e formeranno una circonferenza 
intera-, il triangolo sferico diventerà dunque 
uguale alla mezza-sfera, ma cesserà allora 
d'esser triangolo. 
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PROPOSIZIONE XXVI. 

TEOREMA 

Di tutti i triangoli sferici formati con un T- 
lato dato e un perimetro d,\to , il più grande è 
quello in cui i due lati non determinati tono 
uguali? 

Sia AB i! Iato dato comune ai due trian- 
goli ACB, ADB, e sia AC-i-CB=AD-t-DB ; 
dico che il triangolo isoscele ACB, nel qua- 
le AG=GB è maggiore del non-isoscele ADB . 

Poiché, avendo questi' triangoli la parte 
comune AOB, basta di far vedere che il 
triangolo BOD è minore di AOC. L'angolo 
CBA uguale a CAB è maggiore di OAB ; 
onde il lato AO è maggiore di OB * ; pren- * p.ifi. 
dete OI=OB, fate OK=OD , e tirate KI ; 
il triangolo OKI sarà uguale a BOB*. Se* p ' ia - 
si nega adesso che il triangolo DOB o il suo 
uguale KOI sia minore di OAC, bisognerà, 
che sia uguale , o maggiore ; in ambedue 1 
casi , siccome il punto I è fra i punti A e 
O , bisognerà che il punto K sia sopra OC 
prolungato, altrimenti il triangolo OKI sareb- 
be contenuto nel triangolo GAO, e perciò 
sarebbe minore . Posto ciò , essendo CA il più 
corto camino da G ad A, si ha CK-t-KI-i- 
IA>CA . Ma CK=OD-CO , AI=AO-OB , 
KI=BD } dunque OD-CO+AO-OB-BD> 
CA, e riducendo AD— CB+BD>CA , o 
AD-+BD>AGh-CB. Ora questa disuguaglian- 
za è contraria alla supposizione AD-+BD= 
AC-i-CB ; dunque il punto K non può cade- 
re sol prolungamento di OGi dunque cade 
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fra O e C , e per conseguenza il triangolo 
KOI o il suo ugnale ODB è minore dì AGO ; 
dunque il triangolo isoccele ACB è maggio- 
re del non-isoscele ADB della medesima ba- 
se e del medesimo perimetro. 

Scolio. Queste due ultime proposizioni so- 
no analoghe alle proposizione I e. Ili dell' ap- 
pendice al libro IV ; onde si possono dedur- 
re per rapporto ai poligoni sferici le conse- 
guenze ohe hanno luogo per i poligoni ret- 
tilinei - Ecco le principali. 

1. ° Di tutti i poligoni sferici isoperimetri e 
d'un medesimo numero di lati il maggiore ha 
i suoi Liti uguali. 

2. ° Pi tutti i poligoni sferici formati con 
lati dati e un ultimo a piacere, il più grande 
è que'.lo che si può inscrivere in un mezzo-cir- 
colo di cui la corda del lato non determinato 
è il diametro. Perché sia possibile la soluzio- 
ne bisogna che la somma dei lati dati sia mi- 
nore d' una mezza- circonferenza di circolo 
grande . 

3° Il maggiore dei poligoni sferici formati 
con lati dati è quello che si può inscrivere in 
un circolo della sfera. 

4. 0 11 maggiore dei poligoni sferici che han- 
no lo stesso perimetro e il medesimo numero 
di lati e il poligono regolare,. 

Tutte le proporzioni sul massimo riguar- 
danti ì poligoni sferici, si applicano agli an- 
geli solidi di cui tali poligoni sono la misura. 
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APPENDICE AI L1BBI VI E VII. 

I POLIEDRI REGOLARI 



PROPOSIZIONE I. 



possono esservi che cinque poliedri re- 
golari . 

Poiché, si sono definiti per poliedri rego- 
lari quelli di cui tutte le raccie sodo poligo- 
ni regolari uguali, e di cui tutti gli angoli 
solidi sono uguali fra loro. Queste condizio- 
ni non possono aver luogo che in uu pinco! 
numero di casi. 

r.° Se le faccie sono triangoli equilateri, 
si può formare ciascun' angolo solido del po- 
liedro con tre angoli di questi triangoli , o 
con quattro, o con cinque. Quindi nascono 
tre corpi regolari che sono il tetraedro, l'ot- 
taedro, e l'icosaedro. Non se ne può forma- 
re di più con dei triangoli equilateri , poiché 
sei angoli di questi triangoli equivalgono a 
quattro angoli retti , e non possono formare 
un angolo solido * . 

a. D Se le faccie sono quadrati, ai possono 
riunire i loro angoli a tre atre, e ne risul- 
ta 1' essaedro 0 cubo. 

Quattro angoli ili quadrato equivalgono a 
quattro angoli retti, e non possono formare 



TEOREMA 




un angolo Eolido. 
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3. 0 Finalmente se le faccie sono pentagoni 
regolari, si potrà pure riunire i loro angoli 
a tre a tre , e ne risulterà il dodecaedro re- 
golare . 

Non sì può andar più oltre; poiché tre 
angoli d' esagono regolare equivalgono a quat- 
tro angoli retti, e tre angoli d'eptagono so- 
no ancor più. 

Dunque non possono esservi che cinque 
poliedri regolari , tre formati con dei trian- 
goli equilateri , uno con dei quadrati, ed uno 
con dei pentagoni . 

Scolio . Si proverà nella proposizione se- 
guente che questi cinque poliedri esistono 
realinente, e che se ne può determinare tut- 
te le dimensioni quando si conosce una del- 
le loro faccie. 

PROPOSIZIONE II. 

PROBLEMA 
Essendo data una faccia d'uno dei poliedri 
regolari, o soltanto il suo lato, descrivere il 
poliedro . 

Questo problema ne presenta cinque, che 
risolveremo uno dopo l'altro. 
43. i.° // tetraedro. Sia ABC il triangolo equi- 
latero che deve essere una delle 'faccie del 
tetraedro ; al punto O centro di questo trian- 
golo , alzate OS perpendicolare al piano ABC; 
terminate questa perpendicolare al punto S , 
talmente die AS=AB ; tirate SB , SC , e la 
piramide SABC sarà il tetraedro richiesto. 

Poiché , a cagione delle distanze uguali 
OA, OB, OC, le oblique SA, SB , SC si 
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allontanano ugualmente dalla perpendicolare 
SO e sono uguali . Una di esse SA=AB ; 
dunque le quattro faccie della piramide SABG 
sono triangoli uguali al triangolo dato ABG. 
D' altronde gli angoli solidi di questa pi- 
ramide sono uguali fra loro , poiché ciascuno di 
essi è formato con tre angoli piani uguali. Dun- 
que questa piramide é un tetraedro regolare. 

a.° L' essaedro . Sìa ABCD un quadrato 
dato : sopra la base ABGD costruite un pri- 
sma retto la di cui altezza AE sìa uguale al 
lato AB. È chiaro die le faccie di questo 
prisma saranno quadrati uguali, e che i suoi 
angoli solidi sono uguali fra loro , giacché 
sono formati con tre angoli retti ; dunque 
questo prisma è un essaedro regolare 0 cubo. 

3. 0 V ottaedro , Sia AMB un triangolo equi- 
latero dato: sul iato AB descrivete il qua- 
drato ABCD; dal punto O centro di questo 
quadrato alzate sul suo piano la perpendico- 
lare TS, terminata dalle due parti in T e 
in S talmente che OT— OS=AO; tirate di- 
poi SA , SB , TA , ec. : avrete un solido 
SABCDT composto di due piramidi quadran- 
golari SABCD, TABCD riunite per la loro 
base comune ABCD : questo solido sarà l'ot- 
taedro regolare cercato . * 

In fatti il triangolo AOS è rettangolo in 
O, come pure il triangolo AOD ; ì lati AO, 
.OS, OD sono uguali , dunque questi trian- 
goli sono uguali , e si ha AS=AD. Si di- 
mostrerà parimente che tutti gli altri trian- 
goli rettangoli AOT , BOS, COT, ec. sono 
uguali al triangolo AOD ; dunque tutti i la- 
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ti AB, AS, AD, ec. sono uguali. fra loro, 
e per conseguenza il solido SABCDT è com- 
preso da otto triangoli uguali al triangolo 
equilatero dato ABM . Dico di più che gli 
angoli solidi del poliedro sono ugnali fra lo- 
ro; per esempio l'angolo S è uguale all' an- 
golo B. 

Poiché, è visibile che il triangolo SAC è 
-uguale al triangolo DAG, e che perciò l'an- 
golo ASC è retto -, dunque la figura SATG 
è un quadrato uguale al quadrato AlìGD. 
Ma se si paragona la piramide BASGT col- 
la piramide SABCD , la base ASCT della 
prima può situarsi sulla base ABGD della 
seconda ; allora essendo il punto O un cen- 
tro comune, l'altezza OB della prima si con- 
fonderà coli' altezza OS della seconda, e le 
due piramidi si confonderanno in una sola ; 
dunque l'angolo solido S è uguale all'ango- 
lo solido B ; dunque il solido SABCDT è 
un ottaedro regolare . 

Scolio. Se tre rette uguali AC, BD, ST 
sono perpendicolari fra loro, e si tagliano 
nel loro mezzo, le estremità di queste rette 
saranno gli angoli d' un ottaedro regolare . 
F.»46- 4. 0 // dodecaedro. Sia ABGDE un penta- 
gono regolare* dato^ siano ABP ■ CBP due 
angoli piani uguali all'angolo ABC: con que- 
sti angoli piani formate l'angolo solido B, 
e determinate per la proposizione XXIII del 
Libro V 1* inclinazione scambievole di due di 
tali piani, inclinazione che io chiamo K. For- 
mate similmente ai punti C, D, E, A, de- 
gli angoli solidi uguali all'angolo solido B e 
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situati nella -medesima manii ra: il piano CBP 
sarà, lo stesso che il piano BCG, poiché so- 
no inclinati l'.uiio e l'altro della medesima 
quantità ii sul piano ABCD. Si può dunque 
nel piano PBCtì descrivere il pentagono 
BCGFP uguale al pentagono ABCDE . Se 
si la lo stesso in ciascuno degli altri piani 
GDI, DEL ce, si avrà una superficie con- 
vessa PFGH ec. composta di sei pentagoni 
regolari uguali, e inclinati ciascuno sul suo 
adiacente della medesima quantità K . Sia 
pfgh ee. una secouda superficie uguale a 
PFGH ec. , dico che queste due superfici pos- 
sono essere riunite in . tal modo da formare 
una sola superficie convessa continuata . In 
fatti l'angolo ofj-', per esempio, può unirsi ai 
due angoli OPIÌ, BPF, per fare un angolo 
solido P uguale all'angolo B;e in questa riu- 
nione non si cauihierà niente l'inclinazione 
dei piani BPF , BPO , giacché quest' inclina- 
zione è qnal bisogna per la formazione dell'an- 
golo solido. Ma nel tempo stesso che si for- 
ma l'angolo solido P, il lato pf si appliche- 
rà sul suo uguale PF, e nel punto F si tro- 
veranno riuniti tre angoli piani PFG, pfe , 
efg, che formeranno un angolo solido uguale 
a ciascuno degli angoli già formati : questa 
riunione si farà senza cambiar niente lo sta- 
to dell' angolo P nè quello della superficie 
efgh ec. ; poiché i piani PFG , e/p già riuni- 
ti in P hanno fra loro l'inclinazione conve- 
niente K, come pure i piani efg, efp. Con- 
tinuando così di mano in mano, si vede che 
le due superfici si aggiusteranno scambievol- 
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mente una coli' altra, per formare una sola 
superficie continuata e rientrante in se stes- 
sa. Questa superficie sarà quella d'un do- 
decaedro regolare, poiché è composta di do- 
dici pentagoni regolari ugnali, e ratti i suoi 
angoli solidi sono uguali fra loro. 
a4 7 . S.° L'icosaedro. Sia ABC una delle sue 
faccie ; bisogna prima formare un angolo so- 
lido con cinque piani uguali al piano ABC 
e ugualmente inclinati ciascuno sul suo adia- 
cente. Perciò sul lato B'C uguale a BC fa- 
te il pentagono regolare B'C'HlD'; dal cen- 
tro di questo pentagono alzate sul suo piano 
una perpendicolare che terminerete in A' in 
modo che B'A'=BC'i tirate A'C', A'H' , 
A'I*, A'D', e l'angolo solido A' formato dai 
cinque piani B'A'C, C'AH', eo. sarà 1' an- 
golo solido richiesto . Poiché , le oblique A'B', 
A'C ec. sono uguali , ima di esse A B' è 
uguale al lato B f C' ; dunque tutti i triangoli 
B'A'C, CA'fl', ec. sono uguali fra loro e al 
triangolo dato ABC. 

È visibile d' altronde che i piani B'A'C, 
C AH', ce. sono ugualmente inclinati ciascu- 
no sul suo adiacente ; poiché gli angoli soli- 
di B',C, ec. sono uguali fra loro, giacché cia- 
scuno di essi è formato con due angoli di 
triangolo equilatero e uno di pentagono re- 
golare. Chiamiamo K l'inclinazione dei due 
piani ove sono gli angoli uguali, inclinazio- 
ne che ii può determinare per la prop. XXJII 
lib. V ; T angolo K sarà nel tempo stesso l'in- 
clinazione di ciascuno dei piani che compon- 
gono l'angolo solido A' sul suo adiacente. 
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■Posto ciò, su si fa ai punti, A, B, G, 
desìi ■ angoli solidi uguali ciascuno all'ango- 
lo A', ni avrà una superficie couvessa DEFG 
ec, composta di dieci triangoli equilateri di 
cui ciascuno sarà inclinato sul suo adiacente 
della quantità K, e gli angoli D , E, F , ec. 
del suo contorno riuniranno alternativamente 
tre e dne angoli del triangolo equilatero . Ima- 
gìnate una seconda superficie uguale alla su- 
perfìcie DEFG ec. ; queste due superfici po- 
tranno adattarsi scambievolmente , unendo 
ciascun angolo triplo dell'una con un ango- 
lo doppio dell'altra; e siccome i piani di 
questi angoli hanno già fra loro l'inclinazio- 
ne K neces.-aria per formare un angolo soli- 
do quintuplo uguale all'angolo A, non si 
Gambiera niente in questa riunione lo stato 
di ciascuna superficie in particolare, e le due 
insieme formeranno una sola superficie con- 
tinua composta di venti triangoli equilateri. 
Questa superficie sarà quella dell'icosaedro 
regolare, poiché d'altronde tutti gli angoli 
solidi sono uguali fra loro . 

proposizione m. 

PBOtì LEMA 
Trovare V inclinazione di ciascuna faccia 
d'un poliedro regolare sulla faccia adiacente. 

Questa inclinazione si deduce immediata- 
mente dalla costruzione già data dei cinque 
poliedri regolari ; al che bisogna aggiungere 
la propos. XXIII del libro V, per la quale 
essendo dati i tre angoli piani che formano 
un angolo solido, si determina l'angolo che 
due di questi piani fanno fra loie. 
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Nel tetraedro . Ciascun angolo solido è for- 
mato di tre angoli di triangolo equilatero ; 
bisogna dunque cercare col problema citato 
1' angolo che due di questi piani fauno fra 
loro , quest' angolo sarà l' inclinazione di due 
faccio adiacenti del tetraedro. 

A'e//' essaedro . L' angolo di due faccio adia- 
centi è un angolo retto. 

Nell'ottaedro . Formate un angolo solido 
con due angoli di triangolo equilatero e un 
angolo retto , l' inclinazione dei due piani ove 
sono gli angoli dei triangoli sarà quella di 
tlue faccie adiacenti dell'ottaedro. 

Nel'* dodecaedro . Ogni angolo solido è for- 
mato con tre angoli di pentagono regolare; 
onde l'inclinazione dei piani di due di tali 
angoli sarà quella di due faccie adiacenti 
del dodecaedro. 

Neil' icosaedro . Formate un angolo solido 
con due angoli di triangolo equilatero , e un 
angolo di pentagono regolare, l'inclinazione 
dei due piani ove sono gli angoli dei trian- 
goli sarà quella dì due faccie adiacenti dell'ico- 
saedro. 

PROPOSIZIONE IV. 

PROBLEMA 

F. 148. Essendo dato il lato d' un poliedro regolare , 
trovare il raggio della sfera inscritta e quello 
della sfera circoscritta a un tal poliedro . 

Bisogna prima dimostrare che ogni poliedro 
regolare può essere inscritto e circoscritto a 
una sfera . 

. Sia AJi il lato comune a due faccio adia-. 
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centi, siano C, ed E i centri di queste due 
faccie, e CD, ED le perpendicolari abbas- 
sate da questi centri sul iato comune AB, 
le quali cadranno nel punto D , mezzo di 
questo lato. Le due perpendicolari CD, DE 
fanno fra loro un' angolo cognito che è ugua- 
le all' inclinazione di due faccie adiacenti de- 
terminata dal problema precedente , Ora se 
nel piano CDE perpendicolare ad AB , si 
conducono sopra CD ed ED le perpendico- 
lari indefinite CO ed EO che s'incontrino 
in O , dico che il punto O sarà il centro del- 
la sfera inscritta e quello della sfera circo- 
scritta , essendo OC il raggio della prima, 
e OA della seconda. 

In fatti, poiché gli apotemi CD, DE so- 
no uguali, <S l'ipotenusa DO comune, il 
triangolo rettangolo CDO è uguale al trian- 
golo rettangolo ODE, e la perpendicolare 
OC è uguale alla perpendicolare OE. Ma 
essendo AB perpendicolare al piano CDE , 
il piano ABC è perpendicolare a CDE *, o V'y 7 ' 
CDE ad ABC : d'altronde CO nel piano ' ' 
CDE è perpendicolare a CD , rntersezione co- 
mune dei piani CDE, ABC; dunque *CO'l'v 8 " 
è perpendicolare al piano ABC. Per la me- 
desima ragione EO è perpendicolare a! pia- 
no ABE; dunque le due perpendicolari CO, 
EO condotte ai piani di due faccie adiacen- 
ti dai centri di queste faccie , si incontrano 
in uno stesso punto O e sono uguali. Suppo- 
niamo adesso che ABC e ABE" rappresenti- 
no due altre faccie adiacenti. qualunque , l'a- 
poteina CD resterà sempre della medesima 
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grandezza, come pure l'angolo CDO metà, 
dì CDE; dunque il triangolo rettangolo CDO 
e il suo lato CO sarà uguale per rapporto a 
tutte le faccie del poliedro. Dunque se dal 
punto O come centro e col raggio OC si de- 
scrive una sfera, essa tocchi ra tutte le fac- 
cie del poliedro nei loro cei.tri (poiché i pia- 
ni ABC, ABE saranno perpendicolari all'e- 
stremità d'un raggio) e la sfera sarà inscrit- 
ta nel poliedro , o il poliedro circoscritto ai- 
la sfera . 

Tirate OA, OB; a cagione di CA=GB > 
le due oblique OA, OB allontanandosi ugual- 
mente dalla perpendicolare saranno uguali : 
sarà Io stesso di due altre linee qualunque 
condotte dal centro O alle estremità d' un 
medesimo lato; dunque tutte queste linee so- 
no uguali fra loro . Dunque se dal punto O 
come centro e col raggio OA si descrive una 
superficie sferica, essa passerà perle sommi- 
tà di tutti gli angoli solidi del poliedro, e 
la sfera sarà circoscritta al poliedro, o il po- 
liedro inscritto nella sfera. 

Posto ciò, la soluzione del problema pro- 
posto uon , ha più difficoltà veruna , e può 
eseguirsi così: 
F-a+g. Essendo dato il lato d' una taccia del po- 
■ liedro, descrivete questa faccia, e sia CD 
il suo apotema. Cercate per il problema pre- 
cedente l'inclinazione di due fàccie adiacen- 
ti del poliedro, e fate l'angolo CDE uguale 
a quest'inclinazione. Prendete DE uguale a 
CD, conducete CO, ed EO perpendicolari 
a CD ed ED; queste due perpendicolari s'in- 
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contreranno in un ponto O , e CO sarà il 
raggio della sfera inscritta nel poliedro. 

Sul prolungamento di DC prendete CA 
uguale al raggio del circolo circoscritto a una 
faccia del poliedro , e OA sarà il raggio del- 
la sfera circoscritta a questo stesso poliedro. 

Poiché, i triangoli rettangoli CDO , GAO 
della figura 249, sono uguali ai triangoli del- 
lo stesso nome nella figura 248. Onde men- 
tre CD , e CA sono i raggi dei circoli inscrit- 
to e circoscritto a una faccia del poliedro , 
OD e OA sono i raggi delle sfere inscritta 
e circoscritta al medesimo poliedro. 

Scolio. Si può dedurre dalle proposizioni 
precedenti diverse conseguenze. 

1. ° Ogni poliedro regolare può essere dì- 
viso in tante piramidi regolari quante faccie 
ha il poliedro: la sommità comune di questo 
piramidi sarà il centro del poliedro, che è 
nel tempo stesso centro delle sfere inscritta 
e circoscritta. 

2. ° La solidità d' un poliedro regolare è 
uguale alla sua superfìcie moltiplicata per la 
terza parte del raggio della sfera inscritta. 

3. 0 Due poliedri regolari del medesimo no- 
me sono due solidi simili , e le loro dimensio- 
ni omologhe sono proporzionali ; dunque i 
raggi delle sfere inscritte o circoscritte stan- 
no fra loro come i lati di questi poliedri. 

4. 0 Se s'inscrive un poliedro regolare in 
una sfera, i piani condotti dal centro per i 
differenti lati divideranno la superficie della 
sfera in tanti poligoni usuali e simili quante 
sono le fenicie del poliedro. 
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LIBRO OTTAVO 

I CORPI TONDI 



DEFINIZIONI 

c 

'.•So. 1.1J1 chiama cilindro il solido prodotto dal- 
la rivoluzione d'un rettangolo AECD, ohe 
s' imagina rivolgersi intorno il lato immobile- 
AB. 

In tal movimento i lati EC, AD restando 
sempre perpendicolari ad AB descrivono dei 
piani circolari ugnali DHE , CGF che si 
chiamano le basi de! cilindro, e il lato CD 
ne descrive la superficie convessa. 

La linea immobile AB si chiama V asse 
del cilindro. , 

Ogni sezione KLM fatta nel cilindro per- 
pendicolarmente all' asse è un circolo ugua- 
le a ciascuna delle basi . Poiché mentre il 
rettangolo ABGD gira intorno ad AB, la li- 
nea IK perpendicolare ad AB descrive un 
piano circolare uguale alla base , e questo 
piano non è altro che la sezione fatta per- 
i pendicolarmente all'asse nel punto I. 

Ogni sezione PQGH fatta per l' asse è un 
rettangolo doppio dei rettangolo generatore 
ABCD. < 
pdfa. jjo gj gjiiajna cono - } \ f0 y u \ 0 prodotto dalla 
rivoluzione del triangolo rettàngolo SAB che 
si imagina girare intorno al lato immobile SA. 



Digitized DyCoogI 



LIBRO Vili. 265 
In questo movimento il lato AB descrive 
un piano circolare BDCE, che si chiama ba- 
se del cono , e I* ipotenusa SU ne. descrive 
la superficie- convessa- 

Il punto S si chiama la sommità del coro, 
SA V asse o /' altezza , e SB il lato o l'apotema. 
Ogni sezione HKFI fatta perpendicolarmen- 
te all'asse è un circolo; ogni sezione SDE 
fatta per 1' asse è un triangolo isoscele dop- 
pio del triangolo generatore SAB. 

3. Se dal cono SGDB sì toglie , mediante 
una sezione parallela alla base , il cono SPKH , 
il solido restante CBHF si chiama cono tron- 
cato, o tronco di cono. Si può supporre che 
sia descritto dalla rivoluzione del trapezio 
ABHG, i di coi angoli A e G sono retti, 
intorno al lato AG. La linea 'immobile AG si 
chiama asse o altezza del tronco , i circoli 
BDG, HKF ne sono le basi, e BH ne è il lato. 

4. I)ne cilindri o due coni sono simili^ 
quando i loro assi stanno fra loro come i 
diametri delle loro basi. 

- 5. Se nel circolo AGD che serve di base'F.aSi; 
a un cilindro si inscrive un poligono ABCDE 
e sulla base ABCDE si inalza un prisma 
retto uguale in altezza al cilindro > il prisma 
si dice inscritto nel cilindro , o il cilindro cir- 
coscritto al prisma. 

È chiaro che le costole AP , BG , CH , ec. 
del prisma , essendo perpendicolari al piano 
delia base sono comprese nella superficie del 
cilindro . Dunque il prisma e il cilindro si 
toccano lungo queste costole. 

6. Parimente se ABCD è un poligono cir- p, a53< 
coscritto alla base d'un cilindro , e sulla ba- 
se ABCD si costruisce tm prisma retto ugua- 
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le in altezza al cilindro, il prisma si chiama \ 
circoscritto al cilindro, o il cilindro inscritto 
nel prisma. 

Siano M, N,ec. i punti dì contatto dei la- 
ti AB, BG ce. e siano alzato dai punti M, 
N, ec. le perpendicolari MX, NY ec. al pia- 
no della base ; è chiaro che queste perpendi- 
colari saranno a un tempo stesso nella super- 
ficie del cilindro e in quella del prisma cir- 
coscritto ; dunque esse saranno le loro liuee 
di contatto . 

Nota. Il cilindro, il cono eia sfera so.io Ure 
corpi tondi di oui si tratta ntgli elementi . 



LEMMI PRELIMINARI SULLE SUPERFICI. 

F. »B4. i/na superficie piana OABCD è minore di 
ogni altra superficie PABGD terminata al me- 
desimo contornò ABCD. 

Questa proporzione è abbastanza eviden- 
te per esser posta nel numero degli assiomi; 
poiché si potrebbe supporre che il piano sia 
tra le superfici cioè che la linea retta è fra 
le linee . La linea retta è la più corta fra 
due punti dati , parimente il piano è ia su- 
perficie più piccola fra tutte quelle che han- 
no un medesimo contorno. Nonostante sic- 
come conviene ridurre gli assiomi al più pic- 
colo numero possibile, ecco-on ragionamen- 
to che non lascerà veruu dubbio su questa 
proposizione . 

Emendo la superficie un estensione in lun- 
gheria e in larghezza , non si può concepire 
che una superficie sia maggiore d'un altra a 
meno che le dimensioni della prima non su- 
perino in qualche senso quelle della seconda ; 
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e- se accade che le dimensioni d'una superfi- 
cie siano in ogni senso minori delle dimen- 
sioni d'un altra superfìcie, è ridarò che la 
prima superficie sarà la minore delle due. 
Ora in qualunque senso si faccia passare il 
piano BPD che taglierà la superficie piana 
in IÌD e l'altra superficie iu BPD, la linea s 
retta BD sani sempre minore di BPD. Dun- 
que la superficie piana OABCD è minore 
della, superficie circondante PABGD., 

IL. 

Ogni superficie convessa OABCD è minore F.aSS. 
ii' un altra superficie qualunque che circondas- 
se la prima appoggiandosi sul medesimo con- 
torno ABCD,. 

Ripeteremo qui che intendiamo per super- 
ficie convessa una superficie che non può es- 
ser incontrata da una linea retta, in più di due 
.punti . È. piT; altro passìbile che una. linea ret- 
ta si applichi esattamente, in, un. certo senso 
sopra una superficie- convessa; se ne vedono 
degli esempi; nelle superfici; del cono e del 
cilindro. Osserveremo , pure che la denomi- 
uazione dì superficie convessa non è ristretta 
alle sole superfici curve; comprende le super- 
fici poliedre- o- compostedi più piani , ed an- 
che le superfici in parte curve in, parte po- 
liedre . 

Ciò posto se la superficie OABCD non è 
minore di; tutte quelle che la circondano, sia 
tra queste PABGD. la superficie più piccola 
che sarà al più ugnalo ad : OABCD . Per un 
punto qualunque O fate passare un piano che 
tocchila superficie OABCD. senza tagliarla j 
questo piano incontrerà la superficie PABCD , 
e la parte che ne reciderà sarà maggiore del 
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piano stesso terminato alla medesima superficie. 
Dunque conservando fl resto della superfìcie 
PABCD, si potrebbe sostituire il piano \ilia 
parte recisa e *i avrebbe una nuova superficie 
che circonderebbe sempre la superfìcie OAU 
CD e che sarebbe minore di PABCD . 

Ma questa è la minore di tutte per suppo- 
sizione: dunque questa supposizione non può 
sussi-rere. Dunque la superficie convessa OA 
BCD è minare d'ogni altra superficie che cir- 
condasse OABCD e ohe fosse terminata al 
medesimo contorno ABCD. 

Scolio. Con un ragionamento intieramente 
simile si proverà , 
»S6. I.° Che se una superficie convessa termi- 
nata da due contorni ABC, DEF, è circon- 
data da un altra superficie qualunque termi- 
nata ai medesimi contorni, la superficie cir- 
condata sarà la minore di esse due. 
>57- a."' Che se una superficie convessa AB e 
circondata da tutte le parti da un altra super- 
fìcie MN, o abbiano dei punti, linee o piani 
comuni, o non abbiano vermi punto comune, 
la superfìcie circondata sarà sempre minore 
della superficie circondante. 

Poiché, fra queste non pub esservene ve- 
runa che sia un minimo, atteso che in qua- 
lunque supposizione si potrebbe sempre con- 
durre il piano CDtangente alla superficie con- 
vessa, il quale sarebbe minore della superfi- 
cie GMD; e però la superficie CND sarebbe 
minore di MN , il che è contrario all'ipotesi 
che MN sia un minimo . Dunque non v'è mi- 
nimo a! di fuori della superficie convessa ; dun- 
que questa superficie stessa è un mìnimo per 
rapporto a tutte quelle che la circondano. j 
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PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA 

La solidità d' un cilindro è uguale al prodot- F * a58 - 
to della sua base per la sua altezza . 

Sia CA il raggio della base del cilindro da- 
to, H la sua altezza ; rappresentiamo. con sup. 
CA la superficie del circolo il di cui raggio è 
CA ; dico che la solidità del cilindro sarà sup. 
CAXH. Poiché se sup. CAXH non è la mi- 
sura d'un cilindro dato, questo prodotto sarà 
la misura d'un cilindro maggiore o minore-. 
É prima supponiamo che sia la misura d' un 
cilindro minore, per esempio del cilindro di 
cui CD è il raggio della base, e H l'altezza. 

Circoscrivjte al circolo il di. cui raggio è 
CD un poligono regolare GHIP , i di cui lati 
non incontrino la circonferenza di cui CA è 
il raggio*: imaginate dipoi un prisma retto 
che abbia per base il poligono GHIP, e per 
altezza H , il qual prisma sarà circoscritto al 
cilindro il raggio delia di cui base è CD. Po- tp 
sto ciò, la solidità del prisma * è uguale alla l.vk' 
sua base GHIP moltiplicata per l'altezza H ; 
la base GHIP è minore del circolo dì cui CA 
è il raggio ; dunque la solidità del prisma è 
minore ili sup. CAXH. Ma sup. CAXH è per 
supposizione la solidità del cilindro inscritto 
nel prisma; dunque il prisma sarebbe minore 
del cilindro contenuto nel prisma; il che A 
assurdo .Dunque è impossibile clie.s«rj. CAXH 
sia la misura del cilindro la di cui base ha 
per raggio CD, e la di cui 'altezza è H, o 
Si termini più generali, ì( prodotto della ba- 
se d' un cilindro per la sua altezza non può 
misurare un cilindro minora. 
Dioo iti iocoudo luogo ohe questo stesso 
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prodotto non può misurare un cilindro mag- 
giore. Poiché, per non moltiplicare le figu- 
re, sia GD il raggio della base del cilindro 
dato, e sia se è possibile, sup. GD\H la mi- 
suri d'un cilindro maggiore , per esempio del 
cilindro la di cui base ha per raggio 'GA, e 
la di cui altezza è sempre H. 

Se si fa la stessa costruzione del primo ca- 
so, il prisma circoscritto al cilindro dato avrà 
per misura GHIPxH; l'area GHIP è mag- 
giore di sup. CD; dunque la solidità del pri- 
sma di cui si tratta è maggiore di slip. CDxH ; 
il prisma sarebbe dunque maggiore dei cilin- 
dro della medesima altezza die ha per base 
sup. CA. Ora all'opposto il prisma e minore 
del cilindro, poiché v' è contenuto. Dunque 
è impossìbile che la base d' un d'indio moltipli- 
cata per la sta altezza sia la misura d'un ci- 
lindra maggiore. 

Dunque finalmente la solidità d'un cilin- 
dro è uguale 'al prodotto dtlla sua base per la 
sua altezza. 

Corollario T. I cilindri della medesima -al- 
tezza stanno fra loro come le loro basi, e ì 
cilindri della medesima base stanno fra loro 
come le loro altezze. 

Corollario II. I cilindri simili stanno come i 
cubi d"lle altezze, o come i cubi dei diame- 
tri òVIle basi. Poiché ; le basi stanno come 
i quadrati dei Wo diametri, e siccome ì ci- 
lindri sono simili, i diametri delle basi stan- 
*Def4 no come le altezze*: dunque le basi stanno 
comi- i qmdrati delle altezze; dunque le ba- 
si moltiplicate oer l'altezze, o i cilindri stes- 
si stanno comr i cubi delle altezze. 

Scolio. Sia R il raggio della base d'un ci- 
lindro, H la sua altezza, la superficie della 
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base sarà pR**, e la solidità del cilindro sa- * p ,» 
là ^R'^XH, o pR 2 H. 1 l.iv. 

PROPOSIZIONE IL 

LEMMA 

In superficie convessa d'un prisma rette è r.ali. 
uguale al perimetro della sua base moltiplica- 
to per la sua altezza . 

Poiché questa superfìcie è uguale alla som- 
ma dei rettangoli AFGB, EGIIC , CHID , ce- 
di cui è composta; ora le altezze AF , BG, 
CH , ec. di questi rettangoli sono uguali ali* al- 
tezza del prisma ; le loro basi AB, BC, CD, ec. 
prese insieme fanno il perimetro della base 
■del prisma. Dunque la somma di questi ret- 
tangoli, o la superficie convessa- del prisma 
è ugnale ai perimetro della base moltiplicati* 
per la sua altezza. 

Corollario. Se due prismi retti hanno la me- 
desima altezza, le superfici convesse di que- 
sti prismi staranno fta loro come i perimetri 
'delle loro basi. 

PROPOSIZIONE Ut. 

LEMMA , 

La superficie convessa del cilindro è mag.'. p a5l 
gìore della superficie convessa di ogni prisma 
inscritto, e minore della superficie convessa 
di ogni prisma circoscritto,. 

Questa proposizione potrebbe comparire as- 
. sai evidente da se stessa : nonostante la dimo- 
streremo presso a poco «elio stesso modo dei 
lemmi preliminari . 

i.° Se la superficie convessa ilei cilindro 
non è maggiore di .quella d' ogni prisma in- 
scritto, bisognerà che fra' prismi inscritti ve 
ne sia uno la di cui siperGéiB sia la màggio-, 
•* ài latte . Sia ABC OH la hMP di questo 
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prisma, e, AF l'altezza comune al prisma e 
al cilindro : la superficie che si suppone un , 
massimo sarà uguale ad AF moltiplicata per' 
■il contorno ABGDE. Ma se si prende a ca- 
priccio il punto M sull'arco AME è chiaro 
che AM-+ME> AE , e che perciò il contorno 
ABCDEM è maggiore del contorno ABCDE. 
Dunque il prisma inscritto che avesse per 
base ABCDEM ha una superficie maggiore 
di quello che ha per hase ABCDE; dunque 
la superficie di questo non può essere la mag- 
giore di tutte, contro la supposizione . Dun- 
que l.° la superficie convessa del cilindro è 
maggiore di quella d'ogni prisma inscritto. 
F.a53. a." Questa medesima superficie è minore 
di quella d'ogni prisma circoscritto . Poiché 
altrimenti, fra' prismi circoscritti ve ne sareb- 
be uno, la di cui «iv>erfieie sarebbe la mino- 
re di tutte. Sia ABCD la base di questo pri- 
sma , e sia sempre AF l'altezza comune al 
prisma e ai cilindro: la superficie che si sup- 
pone nu minimo sarà uguale ad AF molti- 
plicata per il contorno ABCD . Ma condu- 
cendo a piacere n*U' angolo A la tangente 
KL, è chiaro che Kij<AL-4-AK , e che per- 
ciò il contorno BCDKT, è minore di ABGD. 
D'inquf , essendo ugnali l'altezze, la super- 
ficie del prisma che avesse per base BCDKL j 
sarebbe minare di quella del prisma la di cui 
base è ABCD; dunque quest' ultima non è 
la minore di tutte. Dunque 2.° la superficie 
convessa de] cilindro è minore di quella 
d'ogni prisma circoscritto. 

PROPOSIZIONE rv. 

T EJJ^t E M A 

F. »58.„ La superficie convessa d'un cilindro è uguale 
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alla circonferenza della sua base moltiplicata, 
per la sua altezza. 

Sia CA il raggio della base del cilindro da- 
to , H la sua altezza, se si rappresenta eoa 
circ. CA la circonferenza che ha per raggio 
CA , dico che circ. CA\H sarà la superfi- 
cie convessa di questo cilindro . Poiché se 
ciò sì nega, bisognerà che circ. GAXH sia 
la superfìcie d' un cilindro maggiore o mino- 
re ; e prima supponiamo che sia la superfì- 
cie d* uu cilindro minore, per esempio del 
cilindro la dì cui base ha per raggio CD, e 
la di cui altezza è H . 

Circoscrivete al circolo il di cui raggio è 
CD un poligono regolare GHIP, i di cui la- 
ti non incontrino la circonferenza di cui CA 
è il raggio; imaginate dipoi un prisma retto 
che abbia per altezza H e per base il poli- 
gono GHIP . La superficie convessa di que- 
sto prisma sarà uguale al contorno dei poli- 
gono GHIP moltiplicato per l'altezza H *: 
questo contorno è minore della circonferenza 
il di cui raggio è CA; dunque la superfìcie 
convessa del prisma è minate di circ. CAXH. 
Ma circ. GAXH è per supposizione la super- 
ficie convessa del cilindro la di cui base ha 
per raggio CD, il qual cilindro è inscritto 
nel prisma; duuque la superficie convessa del 
prisma sarebbe minore dì quella del cilindro 
inscritto . Ora al contrario dev'essere maggio- 
re ; dunque la supposizione da coi siamo par- 
titi è assurda. Duuque i.° la circonferenza 
della base d' un cilindro moltiplicata per la sua 
altezza non può misurare la superficie conves- 
sa d'un cilindro minore. . ■ 

Dico in secondo luogo che questo medesi- 
mo prodotto non può misurare la superficie 
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d' mi cilindro maggiore . Poiché per non cam- 
biar figura, sia CD il raggio delia base dei 
ci lindro dato , e sia , s'è possibi ìe , circ. CDxH 
la superficie convessa d' un cilindro che colla 
medesima altezza avesse una base maggiore , 
per esempio il circolo il di cui raggio è CA. 
Si farà la medesima costruzione della prima 
supposizione , e la superficie convessa del pri- 
sma sarà sempre uguale al contorno de! poli- 
gono GHIP moltiplicato per 1 altezza H . Ma 
questo contorno è maggiore di circ. CD ; dun- 
que 'là superficie del prisma sarebbe maggio- 
re di circ. CD>;H che per supposizione è la 
superficie del cilindro della medesima altez- 
za la di cai base ha per raggio CA- Dun- 
que la superficie -del prisma sarebbe maggio- 
re di quella di questo cilindro. Ma quand'an- 
che il prisma fosse inscritto nel cilindro, la 
Bua superficie sarebbe minore di quella del ci- 
lindro ; molto più essa è minore quando il 
prisma non arriva fino al cilindro. Dunqife 
la seconda supposizione è assurda quanto la 
prima. Dunque ■2.'° la circonferenza della ha- 
' se d' un cilindro moltiplicata per la s-^a altez- 
za non pim misurare la superficie d' un cilin- 
dro maggiore. * 

Dunque finalmente la superfìcie conversa 
dì un cilindro è uguale alla circonferenza 
flella sua ba*e moltinlicata nrr la sua altezza. 
* : «è«i<? PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA 

. '-- fa solidità tV un cono è ugnale al prodotto 
iella sua h.weperta teza parie dellasita altezza. - 
' Sia SOA il triangolo rettangolo che colla, 
sua rivoluzione intorno a SO descrive il cono ■ 
datò : dico che la solidità di questo cono sa- 
ni uguale a sup. AOXjSO- 
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In fatti supponiamo i.° che si>p. AOxfSÒ 
sia la solidità il un cono maggioie , per esem- 
pio del cono della stessa altezza SO che abbia 
per raggio delia sua base GB maggiore di AO. 

Al cìrcolo il di coi raggio è AO circoscri- 
vete nn poligono tegolare MNPT che non in- 
contri la circonferenza il di cui raggio èOB *; * p ^ n - 
imagiiiate'quìndi una piramide che abbia per 
base il poligono e per sommità il punto S. 
La solidità di questa piramide * è ugnale ^ p " v ^" 
all'area del poligono MNPT moltiplicata per 
la terza parte dell'altezza SO. Mail polìgo- 
no è maggiore del circolo inscritto rappre- 
sentato da siip. AO ■ dunque la piramide è 
maggiore di svp. AOXfSO che per supposi- 
zione è la misura del cono di cui S è la som- 
mità e che ha OD per raggio della base . 
Ora al contrario la piramide è minore jdel -co^ 
no, poiché vi è contenuta. Dunque t.° -è im- 
possibile che la base d'un cono moltiplicata' 
per la terza parte della sua altezza sia la mi- 
sura di un cona maggiore- 

Dico a.° che questo medesimo prodotto 
non può essere la misura d'un cono minore. 
Poiché, per non cambiar figura, sia OB il 
raggio della base del cono dato , e sia, s" è 
possibile,' sup. OBX7SO la solidità del cono 
che ha per altezza -SO , e per base s:.p. AO - 
Si farà la medesima costruzione di sopra, '© 
la piramide SMNP ec- avrà per misura il po- 
ligono MNP ec. moltiplicato per 3 SO. Ma 
il poligono è minore dì sup. OB: dunque la 
piramide è minore di sup. OBXfSO , e però 
minore del cono che ha AO per raggio del- 
la base e SO per altezza. Ora al contrario 
la piramide è maggiore del cono, poiché il 
cono vi è contenuto . Dunque 2.° è impossi- 



Digitizcd by Google 



276 LTBRO Vili. 

bile che la base d'un cono moltiplicata per 
Ili terza parte della sua altezza sia la misu- 
ra d'un cono minore. 

Dunque finalmente la solidità di un cono 
è uguale al prodotto della sua base per la 
terza parte della sua altezza. 

Corollario. Dunque un cono è la terza par- 
te d'un cilindro della medesima base e del- 
la medesima altezza; e da ciò segue/ 

i." Che i coni d'uguale altezza stanno fra 
loro come le loro basi; 

2. 0 Che i coni di basi uguali stanno fra 
Joro come le loro altezze; 

3. 0 Glie i coni simili stanno come i cubi 
dei diametri delle loro basi , o come i cubi 
delle loro altezze. 

Scolio. Sia R il raggio dt 'Ila base d'un co- 
no, H la sua altezza; la solidità del cono 
sarà pR a X§H, o §f>R a H. 

PROPOSIZIONE VX 

T E à R F. M A 

a6o. // cono troncato ADEB , di cui OA e PD 
sono i raggi delle basì, e PO C altezza, ha 

per misura {- OP( AÒ^Dpt+AOxDP) - 

Sia TFGH una piramide triangolare della 
medesima altezza del cono SAB, e la di cui 
base FGH sia equivalente alia base del cono. 

\ Si può supporre che queste due basì siano 
situate sopra un medesimo piano ; allora le 
sommità T e S saranno 3 o"jstanze uguali dal 
piano, e il piano EPO prolungato farà nella ■ 
piramide la sezione IKL . Ora io dico che 
questa sezione IKL è equi intente alla base 
DE. Poiché, le basi AG, DE stanno fra lo- 

£ P -"'JK) come i quadrati dei raggi AO, DP *,o 
' -come i quadrati delle altezze SO , SP i i tvian- 
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goli FGH, IKL stanno fra loro come i qua- 
drati di queste medesime altezze *; dunque * P. 
i circoli AIS, UE Manno fra loro come i trian- LYi * 
goli FGH, IKL. Ma per sapposizione il tiian- 
golo FGH è equivalente al circolo AB; dun- 
que il triangolo IKL è equivalente al cìrco- 
lo DE. 

Ora la base AB moltiplicata per § SO è 
Ja misura del cono SAB, e la base FGH mol- 
tiplicata per 5 SO !o è della piramide TFGH; 
dunque a motivo delle basì equivalenti, la 
piramide è equivalente al cono . Per una si- 
mil ragione la piramide TIKL è equivalente 
al cono SDE ; dunque il tronco di cono ADEB 
è equivalente al tronco di piramide FHGIKL, 
Ma la base FGH , equivalente al circolo il 

di' cui raggio è AO, ha per misura pXAO ; 

parimente la base H{L=pXDP, e la media 

proporzionale fra pXÀO, e pXDP è pxAOx. 
DP. Dunque la solidità del tronco di pira- 
mide , o sìa quella del tronco dì cono ha per 

misura §OPX(pXAO-+-pXDP^pX AOX.DP)* 
che è lo stesso che yXOPX(AO -+ "DP-+AO 
XDP). 

PROPOSIZIONE VH. 

TEOREMA 

la superficie convessa a" un cono è uguale e. aSg. 
alla circonferenza della sua base moltiplicata 
per la metà del suo lato . 

Sia AO il raggio della base del cono da- 
to, S la sua sommità, e SA il suo lato; dì- 
co che fa sua superficie sarà ciré* AOXa^A - 
Poiché sìa , se è possibile , circ. AOXÌSA la 
superficie d' un cono che avesse per sommì- 

\ 
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tà il punto S e pur base il circolo descritta, 
col raggio OB maggiore dì AC 

Circoscrivete al circolo minore un poligo- 
no regolare che non arrivi ai maggiore , e iina- 
ginate la piramide regolare SJMNPQ ec. clie 
avesse per base il poligono e per sommità il 
punto S. Il triangolo SjVIN uno di quelli clic 
compongono la. superficie convessa della pira- 
mide ha per misura la sua base MN moltipli- 
cata per la metà dell' altezza SA , che è nel 
tempo stesso il lato de) cono dato; essendo 
ugnale quest'altezza in tutti gli altri triangoli 
SNJ?, cane segue che la.superficie con- ' 

vegga della piramide e uguale ali contorno 
MNPQR ec. moltiplicato pél Ma il con- 

torno MprPQH ec. è maggiore del tire. AO; 
dunque la superficie convessa delia piramide: 
è maggiore di are. AOXÌ'SA, e per conse- 
guenza maggiore della superficie convessa del 
cono che colla medesima sommit i S avesse per 
base il circolo descritto col raggio OB . Ora 
al contrario la superficie convessa, del cono è 
maggiore di quella della piramide ; perchè se 
ai congiunge base con base la piramide- a una 
piramide uguale, il cono a un cono uguale, 
la superficie dei due coni circonderà da tut- 
te le parti la superficie delle due piramidi; 
dunque la prima superficie sarà maggiore del- 
la seconda; dunque la superficie del cono è 
maggiore di quella della piramide che vi è 
compresa. Dalla nostra supposizione nasceva 
il contrario; dunque questa supposizione non 
può aver luogo: dunque i.° la circonferenza 
della base d' un cono dato moltiplicata por 
la metà del suo lato non può misurare la su- 
perfìcie d'un cono maggiore. 
Dico 2. 3 che lo stesso prodotto non può 
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misurare la superficie d' uu cono minore , 
Poiché, sia BO il raggio della base del fo- 
no dato, e sia, se è possibile , nrc.BOX^SB 
la superficie del cono di cui S è la sommi- 
tà, o AO minore di OB il raggio della base. 

Avendo fatto la medesima costruzione dì 
sopra, la superficie della piramide SMNP co. 
sarà sempre usuale al contorno MNP ce. mol- 
tiplicato per ^SA . Ora il contorno MNP ce. 
è minore di circ. BO , SA è minore di SB ; 
dunque per questa doppia ragione la super- 
ficie convessa della piramide è minore di circ. 
BOX^SB, che per supposizione è la superficie 
del cono della di cui ba.-e ii raggio è AO ; 
dunque la superficie della piramide sarebbe 
minore di quella del cono inscritto . Ora al 
contrario è maggiore : poiché congiuntTi-ndo 
base con base la piramide a una piramide ugna- , 
le , il cono a un cono uguale , la superficie del- 
le due piramidi circonderà quella dei due co- 
ni, e per conseguenza sarà la maggiore. Dun- 
que 2.° èimposwbìle che la circonferenza del- 
la base d' un cono dato moltiplicata per la me- 
tà del suo lato misuri la superficie d' un cono 
minore. 

Dunque finalmente la superficie convessa 
d* un cono è uguale alla circonferenza della sua. 
base moltiplicata per la metà del suo lato. 
PROPOSIZIONE VBX 

TEOREMA 

la superficie convessa del tronco di cono P. 161. 
ADEB è uguale al suo Iato AD moltiplicato 
per la mezza-somma delle circo- jerenze della 
sue due basi AB , DE . 

Nel piano S AB che passa per Tasse SO, 
Conducete perpendicolarmente a SA la linea 
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AF uguale alla circonferenza che ha per rag- 
gio AO ; tirate SF , e conducete DH paral- 
lela ad AF. 

A motivo dei triangoli simili SAO, SDC 
si avrà AO ; DC ; ; SA ; SD, e a cagione 
dei triangoli simili SAF, SDII, si avrà AF ; 
DH : : SA : SD; dunque AF ; DH ; ; AO : 
*ll'/v.'^ ' ° .* '• circ - AO ; are. DC * . Ma per co- 
struzione ÀF=drc.AO; dunque DH=drc.DC 
Posto ciò, ti triangolo SAF che ha per mi- 
sura AFX^SA è uguale alla superficie- del 
cono SAB che ha per misura cm-.AOx^SA . 
Vn una simil ragione il triangolo SDH è ugua- 
le alla superficie del cono SDE. Dunque la 
superfìcie del trónco ADEB è uguale a quel- 
la del trapezio ADHF. Questa ha per mìsu- 

*L m ra * &DX ( - '^~^~™) > d - un 1 ue ' a superficie 
del tronco di ceno ADEB è uguale al suo « 
lato AD moltiplicato per la mezza somma del- 
le circonferenze delle sue due basi. 

Corollario . Per il punto I mezzo di AD cort- 
dueetr, IKL parallela ad AB, e IM paralle- 
la ad AF: si dimostrerà come sopra che IM= 
ciH.IIi . Ma il trapezio ADHF=ADXlM— 
ADXa'rc.IK. Dunque la superficie d'un tron- 
co dt cono è uguale al Suo lato moltiplicato per 
la circo-iferenza a" una sezione fatta a uguali 
distanze dalle due basi . 
*■»•>»■ _ Scolio. Se una linea AD situata tutta in- 
tiera da una medesima parte della linea OC 
e nello stesso piano, fa una rivoluzione in- 
torno ad OC, la superfìcie descritta da AD 

avrà per misura ADX^ =£" /' 

o ADXcirc.IK, essendo le line» AO , DC, 
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IK perpendicolari abbassate dalle estremità c 
dal mezzo della linea AD sopra l'asse OG. 

Poiché, se si prolungano AD , ed OC fin- 
ché s'incontrino scambievolmente in S, è chia- 
ro che la superficie descritta da AD è quel- 
la d'un cono troncato delle di cui basiAO, 
e DC sono i raggi , avendo il cono intiero 
per sommità il punto S. Dunque questa su- 
perficie avrà ia misura indicata, 

Questa misura avrebbe sempre luogo 
qnand' anche il punto D cadesse in S,il che 
darebbe un cono intiero, ed anche quando 
la linea AD- fosse parallela all'asse, il che 
darebbe un cilindro. Nel primo caso DG sa- 
rebbe nullo, net secondo DG sarebbe ugua- 
le ad AG, e a IK. 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA 

Siano AB , BG , CD più lati successivi d* un F - 
poligono regolare , O U suo centro , e 01 il rag- 
gio del circolo inscritto ; se si suppone che la 
porzione di poligono ABCD situata tuita da una 
medesima parte del diametro FGJaccia una ri- 
voluzione intorno a questo diametro, là super- 
ficie descritta da ABCD avrà per misura MQ 
XcircOI , essendo MQ f altezza di questa su- 
perficie 0 laparte dell'asse compresa fra le per* 
pendicolari estreme AM , DQ . 

Espenrio il punto I il mezzodì AB, ed es- 
sendo IK una perpendicolare all' asse abbassa- 
ta dal punto I , la superficie descritta da AB 
avrà per misura ABxcirc.IK . Conducete AX 
parallela all'asse , i triangoli ABX , OIK avran- 
no i lati respettivamente perpendicolari, cioè 
OI ad AB, IK ad AX, e OK a BXj dunque 
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questi triangoli sono simili, e danno la prò-' 
porzione AB;AX o MN ; ; 01 ; IK o 1 1 circ. 
01 ; circ. Ili ; dunque ACX circJIL=$tNXcirc. 
OI. Donde segue che la superfìcie descrìtta da 
AB è uguale alla sua altezza MN moltiplicata 
per la circonferenza del circolo inscritto. Pari- 
gine nte la superficie descritta da BC,=NPX 
«Ve. 01; lasuperfìqic descritta da CD, =PQX 
circ. OI . Dunque la superfìcie descritta dalla 
porzione di poligono ABCD ha ! per misura 
( MN-i-NPh-PQ)X circ. OI , o MQx«>c.OI; 
dunque è uguale alla sua altezza moltiplicata 
per la circonferenza del circolo inscritto. 
Corollario. Se il poligono intiero è d' un nu- 
. mero paridi la,tì., e se l'asse FG passa per 
due angoli opposti F, e G, la superficie in- 
tiera descritta dalla rivoluzione del mezzo-po- 
ligono FAGG sarà uguale al suo asse FG mol- 
tiplicato per la circonferenza del circolo in- 
scritto. Quest'asse FGsarii nel tempo stesso 
. il diametro del circolo circoscritto. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA 

V.iGi- ta superficie della sfera è uguale al suo dia- 
metro moltiplicato per la circorif'erenza <£ uà 
cìrcolo grande . ., 

Pico i.° che il '-diametro d'una sfera mol- 
tiplicato -per la circonferenaa del suo gran 
cìrcolo non può misurare la superfìcie d'una 
sfera maggiore - Poiché sìa , se è possibile 
ABXfliri:.AC la superficie della sfera che ha 
per raggio CD. ' ' t 

Al circolo che ha perraggio GA, circo-: 
scrivete un poligono regolare d* un numero 
pari di lati che non. incontri la circonferen- 
za il dì cui raggio è GD ; siano SI e S due 
angoli opposti di questo poligono ; e intorno 
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al : diametro MS Tate girare il mezzo-poligono 
MPS. La superficie descrìtta da questo po- 
ligono avrà per misura MSX«rc.AC; ma MS 
e maggiore di AB ; dunque la superficie de- 
scritta dal. poligono è maggiore di ABXaVc. 
AC, e per conseguenza maggiore della su- 
perficie della sfera il di cui raggio e CD . 
Ora al contrario la superficie della sfera è 
maggiore della superficie descritta dal poli- 
gono, poiché la prima circonda la seconda 
da tutte le parti . Dunque r.° il diametrod'una. 
sfera moltiplicato per la circonferenza del suo 
gran circolo non può misurare la superficie 
d' lina sfeia .maggiore. 

Dico 2. 0 che questo stesso prodotto non può 
misurare la superficie d' mia sfera minore. 
.'Poiché sia , se è possibile , DEX^Vl-.CD ,la 
superficie della sfera che ha per raggio CA. 
Si farà la medesima costruzione del primo 
caso, e la superficie del solido generato dal 
poligono sarà sempre uguale a MSXdrc. AC 
Ma MS è minore di DE, e tire. AC mino- 
re di circ. QD; dunque con doppia ragione 
la superficie del solido prodotto dal polìgo- 
no è minore di BEXn'rc.CD , e per conse- 
guenza minore della superficie della sfera il 
di cui raggio è AC . Ora al contrario la su- 
perficie descritta dal poligono è maggiore del- 
la superficie- della sfera descritta col raggio 
AG, poiché la prima superficie circonda la 
seconda; dunque a.° il diametrod'una sfera 
moltiplicato per la circonferenza delsuo gran, 
circolo ncui'può esser la misura-delia superficie* 
d' una sfera minore . 

Dunque la superficie della 6fera è uguale 
al suo diametro moltiplicato per la circonfe- 
renza del suo gran circolo. 
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Corollario. La superficie elei gran cìrcolo 
si misura moltiplicando la sua circonferenza 
per U metà del raggio o per la quarta parte 
(lei diametro, dunque la superficie della sfe- 
ra è quadrupla di q:.ella ci' un gran circolo. 

Scolio. Essendo così misurata la superficie 
della sfera, e paragonata a superfici piane, 
sarà facile d'avere il valore assoluto dei fu- 
si , e triangoli sfèrici , di cui sì è determina- 
to di sopra il rapporto coli' iutiera superficie 
della sfera. 

Primieramente il fuso il di cui angolo è A 
età alla superficie della sfera come l'angolo 
«P.10. A sta a quattro angoli retti *, 0 come 1' ar- 
L.vii. c0 di gran circolo che misura l'angolo Asta 
alla' circonferenza di questo medesimo gran 
circolo- Ma la superficie della sfera è ugua- 
le a questa circonferenza moltiplicata per il 
diametro; dunque la superficie del fuso è u- 
gnale all' arco che misura l'angolo di questo 
fuso moltiplicato per il diametro. 

In secondo luogo ogni triangolo sferico è 
equivalente a un fuso il di cui angolo è a- 
guale alla metà dell'eccesso della somma/dei 
• p.m.suoì tre angoli sopra due angoli retti*. Sia- 
fc.vit no dunque P, Q, R gli archi di gran circolo 
che misurano i tre angoli del triangolo; sia 
C la circonferenza d'un gran circolo, e B 
il suo diametro -, il triangolo sferico sarà equi- 
valente al Pisa il di cui angolo ha per misura 

2~ — e oonse S uenza ' a Em fiU " 

perfìcie sarà DX^— — — ~)* 

Onde, nel caso del triangolo tri -rettango- 
lo, ciascuno degli arsili P , Q, R è uguale 
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a |C, la loro somma è $C, l'eccesso di que- 
sta somma sopra |G è + e la metà di 
quest* eccesso : dunque la superficie del 

triangolo tri rettangolo =£CxD, che è l'ot- 
tava parte della superficie totale della sfera. 

La misura dei poligoni sferici nasce imme- 
diatamente da quella dei triangoli, e d'al- 
tronde è intieramente determinata dalla prop. 
XXIII. Lab. VII., giacché l'unità di misura, 
che è il triangolo tri rettati gol 0 , si è ora va- 
lutata in superficie piana . 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA 
La superficie d'una sona sferica qualunque f.»65. 
è uguale all' altezza di questa zona, moltiplica- 
ta per la circonferenza iV un gran circola . 

Sia primieTameute AB un arco minore, o 
»on maggiore del quarto della circonferenza, 
sia abbassatala perpendicolare BD dall'estre- 
mità di quest'arco sul raggio AG che passa 
per l'altra estremità» dico chfise l'arco AB 
fa utia -rivoluzione intorno aflAC, la zona 
descritta avrà per misura ADXc/n-.AC . 

Poiché 1 ,° sia , se è possibile , ADxcirc. AG 
la misura deila superficie descritta dall'arco 
maggiore EI che si rivolge intorno al mede- 
simo asse ed è terminato alla stessa perpen- 
dicolare DB . Inscrivete neìl* arco ÈI una 
porzione di poligono regolare i. di cui lati 
non incor/rino l' arco concentrico AB *. Men- * P ro. 
tre l'arco EI girando ìntoroo ad ED deaeri- L,IV * 
Ve una zona sferica t il poligono EFGHI de- 
scrìverà una superficie curva che ha per mi- 
sura EDxcirc.CK *\ essendo CK la perpon- *p. 9> 
dicolare abbassata dal centro sopra un Iato 
BE. Ma ED & maggiore di AD, Gli è maj- 
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giore di AD, Gli è maggiore di AC; per 
questa doppia ragione EDx cìrc. CK è mag- 
giore di ADx^Vc.AC, che per supposizione 
è la superficie della zona descritta dall'arco 
EI. Dunque la superfìcie descritta dal poli- 
gono EFGHI sarebbe maggiore della zona 
descritta dall'arco circoscritto EI. Ora al con- 
trario la zona è maggiore della superficie cur- 
va poligona, poiché la circonda da tutte le 
parti; dunque j.° è impossibile che l'altezza 
della zona data moltiplicata per la circonfe- 
renza del gran circolo sia la misura d' una 
zona maggiore . 

Dico 2." che questo stesso prodotto non 
può essere la misura d'una zona minore. 
Poiché sia, se è possibile, EDXcinr.EC la 
misura della zona descritta dall' arco AB. Re- 
stando la stessa la costruzione precedente, 
la superficie descritta dal poligono EFGHI 
sarà sempre EDXarc.CK. Ma CK è minore 
di EU ; dunque la superficie curva poligona 
è minore di ESXcùv.EC , e perciò minore 
per supposizione delia zona descritta dall'ar- 
co AB. .Ora al contrario la superficie poligo- 
na è maggiore della zona , poiché so si ap- 
plica base con base la superficie poligona a 
una superficie uguale, la zona a una zona 
usuale, la doppia superficie poligona circon- 
derà da ogni parte la doppia zona, e : sarà 
perciò maggiore, giacché d'altronde, l'arco 
AB non superando la quarta parte Velia cir- 
conferenza, la doppia zona non cesserebbe 
d'essere una superficie convessa ; dunque 2. D 
è impossibile che l'altezza della zona data 
moltiplicata per la circonferenza de! gran cir- 
colo, sia la misura d' una zona minore. 

Segue da ciò che la zona descritta dall' ar- 
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co AB ha per misura ADXcirc. AC, almeno 
finché l' arco AB non supera la quarta parte 
della circonferenza. Ma la sfera intiera com- 
posta di due zone descritte dagli archi AB, 
BM ha per misura AMXcirc. AC , o ADx 
circ.ACH-D5IXcirc.AGi dunque poiché ADX 
circ. AC é la zona descritta dall'arco AB, 
DMXcìrcAG sarà la zona descritta dall'ar- 
co BM maggiore della quarta parte della cir- 
conferenza'; dunque ogni zona d' una sola ba- 
se ha per misura la sua altezza moltiplicata 
per la circonferenza a" un gran circolo. 

Consideriamo finalmente una zona qualun- 
que descritta dalla rivoluzione dell' ateo PB' 
intorno all'asse AM, e siano abbassate sopra 
l'asse le due perpendicolari BD , PQ . La 
z,ona' descritta dall' arco BM ha per misura 
DMXcìa-'.AC ; la zona descritta dall' arco FM> 
ha per misura MQX«rc.AC; dunque la dif- 
ferenza di queste due zone, o la zona de- 
scritta dall' arco BP ha per misura (DM-MQ) 
Xcirc.AC, oDQX circ. AG. Dunque ogni zo- 
na sferica d 1 una o due basi ha per misura 
V altezza di questa zona moltiplicati' per la 
circonferenza d' ini gran circolo . 

Corollario.- Due zone stanno fra-loro come 
le loro altezze, e una zona qualunque sta al- 
la superficie della sfera come l'altezza della 
zòna sta al 'diametro . : ' 

PROPOSIZIOltfB XH: ' ■■ ' ■ 

T E ' Cf R K'M A 1 

Se il triangolo RAG, e il réf-tangvh BCEP F ' 
dèlia medesima base e della' medesima altezza 
girano simaltanéaniente intorno alla base co- . 
muncHG, il solido descritto dalla rivoluzione 
del triangolo sarà la terza parte del cilindro, 
descritto dalla rivoluzione del rettangole: 
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Abbassate nuli* asse la perpendicolare AD j 
il cono descritto dal triangolo ABD è la ter- 
za parte del cilindro descritto dal rettangolo 
* P. 5. £p jjp * ; parimente il cono descritto dal trian- ■ 
golo ADC è la terza parte del cilindro descrit- 
to dal rettangolo ADCE ; dunque la somma 
dei due coni, o il solido descritto da ABC è 
la terza parte della somma dei due cilindri , 
odel cilindro descritto dal rettangolo BCEF. 
V.*6j. Se la perpendicolare AD cadesse fuori del 
triangolo, allora il solido descritto da ABC sa- 
rebbe la differenza dei coni descritti da ABD, 
ACD : ma nel tempo stesso il cilindro descrit- 
to da BCEF sarebbe la differenza dei cilindri 
descritti da AFBD, AECD. Dunque il soli- 
do descritto dalla rivoluzione del triangolo sa- 
rà sempre la terza parte del cilindro descritto 
dalla rivoluzione del rettangolo della medesi- 
ma base e della medesima altezza. 

Scolio . Il circolo di cui AD è il raggio ha 

per superficie pXAD ; dunque ^XADkBC è 
la misura del cilindro" descritto da BCEF, e 

4-X ÀDxBC è la misura del solido descritto, 
dal triangolo ABC . 

proposizione xm. 

PROBLEMA 

F.968. Supponendosi che iltriangolo CAB faccia urti 
" rivoluzione intorno la linea CD condotta apio.- 
cere fuori del triangolo d.i uno dei suoi angoli 
C, trovare la misura del solido così generato . 

Prolungate il lato AB finché incontri l'asse 
CD in D, dai punti A e B abbassate sull'as- 
se le perpendicolari A^I, BN. 

Il solido descritto dal triangolo ADCha per 
■ misura , secondo la proposizione precedente , 
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3XAMXCD; il solido descritto dal triangolo 
CBD ha per m!sura§BNxCD; dunque la difc 
ferenza di questi solidi ,0 il solido descrittoda 

p t a — a 
ABC avrà per misura^" t,AM — BN JxGD . 

Si può dare un altra /orma a quest'espres- 
sione. Dal punto I mezzo di AB, conduce- 
te IK perpendicolare a CD, e per il punto 
B conducete BO parallela a CD, si avrà 
AM-+BN=2lK*; e AM— BN==AO. dunque • 1 
{AM-hBN)(AM— BN), o AM — BN=alKx 
AO*. I/i misura dei solido di cui si tratta *V 
é dunque espressa' ancora da i^IKxAOxCD. L ' 

Ma se si \abbassa CP perpendicolare sopra 
AB, i triangoli ABO, DCP saranno simili, 
e daranno la proporzione AO ; CP ; ; AB ; 
CD; d'onde resulta AOxCD=CPXAB ; 
d'altronde CPxAB è il doppio dell' arca del 
triangolo ABC ; onde si ha AOXCD=aABC, 
dunque il solido descritto dal triangolo ABC 
ha ancora per misura |pXABCxKI, o, il che 
è lo stesso, ABCxfc/Vc.Kl. ( poiché cifclS, 
=*z2plK. ) . Dunque il solido descritto dalla ri- 
voluzione del triangolo ABC ha per misura 
V area di questo triangolo moltiplicata per i due 
terzi della circonferenza che descrive nel gira- 
re il punto I mezzo della bzse . 

Corollario. Se il lato AC=CB, la linea CI F. 
sarà perpendicolare ad AB , l' area ABC sarà, 
ugnale ad ABxJCI , e la solidità -^XABG 
XlK diventerà gpXABXlKXCI . Ma i irian- 
goli ABO , GIK sono simili e danno la ' 
proporzione, AB ; BO o MN ; ; CI ; IK ; dun- 
que ABxIK^MNxCI; dunque il solido de- 
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scritto dal triangolo isoscele ABC avrà per 

misura gpXMNxÒT . 

Scolio. La dimostrazione precedente sem- 
bra supporre che la linea AB prolungata in- 
contri l'asse; ma i resultati sarebbero ugual- 
mente veri, quando la linea AB fosse paral- 
lela all' asse . 
F . a70 . In fatti il cilindro descritto da AMBN ha 

per misura ^AM . MN , il cono descritto da 

p — i 

■ ACM= yAM . CM, e il cono descritto da 

BCN=3"-AM. CN. Aggiungendo insieme ! 
due primi solidi, e togliendone il terzo st 

avrà per il solido descritto da ABG , p.AM . 
(MN-t-fCM — fCN) : ora, a motivo di GN-— 
CM=MN , qaest' espressione si riduce a 

fÀM. 3MN, o 3-CP. MN, il che si accorda 
coi resultati già trovati. 

proposizione xrv. 

TEOREMA 

f m >63 , Siano AB , BG , CD phì lati successivi d'un 
poligono regolil e , O il sito centro e 01 il rag' 
già del circolo inscritto ; se $' imagina che il 
settore poligono AOO sim.iio.ia una stessa par- 
te del diametro VGj'.iccia una rivoluzione in?, 
torno a questo diametro , il solido descritto avrà 

per misura OI. MQ, essendo MQ la por- 
zione dell'asse terminata dalle perpendicolari 
estreme AM , DQ . 

Ali fatti poiché il poligono è- regolare , tutti 
i-triangoli AOII, BQG ec. sono ■ tignali ed isO- : .' 
seeli .'»Òra ài solido prodotto dal triangolo -iso- 
scele AOB ha per misura, secondo il corolla- 



Digiiizcd by Google 



LIBRO Vili. 291 

rio della proposizione precedente -foi. MN, 
il solido descritto dal triangolo BOC ha per 

misura 3— OI. NP, e il-solido descritto dal trian- 

-goloCOD lia per misura yÒI. PQ. Dunque la 
somma dì questi solidi, o il solido intiero de- 
scritto dal settore poligono AOD avrà per mi- 
sura y'OMMN-hNP+FQJò fof.?MQ 
PROPOSIZIONE XV, 

T £ 6 & E MA 

Ogni settore sferìcoha per misurala zona che F - 
gli serve di base moltiplicata, per la terza parte 
del raggio, e la sj'era intiera ha per misura la 
sua superficie moltiplicato, per la. terzaparte del 
raggio. 

Sia ABC il settore circolare che colla sua 
rivoluzione intorno ad AG descrive il settore 
sferico, la zona descritta da AB essendo ADx 
circ. AC , o 2pAC . AD , dico che il settore 
sferico avrà per misura questa zona moltipli-, 

cata per 5 AC, o sìa "3" AC. AD. 

In fatti, i." supponiamo , se e possibile, ch.c 

tjrtesta quantità "j"* AC . AD sia la misura d'an 
settore sferico maggiore , per esempio del set- 
tore sfericodeseritto dal settore circolare ECR 
Inscrivete nell* arco EF la porzione di poli- 
gono regolare EMNPOF i di cui lati non in- 
contrino l'arco AB, iinaginate quindi che il 
settore poligono ENFC giri intorno ad EC nel 
medesimo tempo 'del settore circolare ECF. Sia 
CI il raggio del circolo inscritto nel poligono, 
e sia abbacata FG perpendicolare sopra EC. 
Il solido descritto dal settore poligono avrà per 

misura ^''CI.XEG* :ora CI è maggiore di AC 
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per costruzione , ed EG è maggiore di AD : poi- 
clic cg; gd:: cf; cb,ocg:cd::ge: 

CA; dunque dividendo CE— CG : C A -CD; ; 
CE ; GA , o EG ; AD ; ; CE ; CA ; dunque 
EG>AD. 

i P a 

Per questa doppia ragione -3X ; CIX EG è 
maggiore di "3 CAXAD ; la prima espressione 
è la misura del solido descritto dal settore po- 
ligono, la seconda è per supposizione quella 
del settore sferico descritto dal settore circolare 
EGF; dunque il solido descritto dal settore poli- 
gono sarebbe maggiore del settore sferico de- 
scritto dal settore circolare EGF- Ora all'opposto 
è evidente che il solido di cui si parla è minore 
del settore sferico, giacché vi è contenuto. 
Dunque la supposizione dalla quale siamo par- 
titi non può sussistere . Dunque i.° la zona o 
base d'un settore sferico moltiplicata per la 
terza parte del raggio non può misurare un set- 
tore sferico maggiore. 

Dico 3. 0 che il medesimo prodotto non può 
misurare un settore sferico minore . Poicliè sia 
GEF il settore circolare che colla sua rivolu- 
zione produce il settore sferic 0 dato , e suppo- 
niamo, se è possibile, chey'CExEG sia la 
misura d'un settore sferico minore, per esem; 
pio di quello che è prodotto dal settore cir- 
colare ACB . 

Restando la stessa la costruzione precedei 
te , i) solido descritto dal settore poligono avrà 

sempre per misura -3 CI. EG . Ma CI è minore 

di CE ; dunque il sòlido è minore di ^GE. EG, 
che per supposizione è la misura del settore 
circolare AGD . Dunque il solido descritto dal 
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settore poligono sarebbe minore del settore sfe- 
rico descritto da ACB ; ora all'opposto è evi- 
dente che il solido è maggiore del settore sfe- 
rico, poiché questo è contenuto inquello .Dun- 
que a. 0 è impossibile chela zona d'un settore 
sferico moltiplicata per la terza parte del rag- 
gio sia la misura d' un settore sferico minore. 

Dunque ogni settore sferico ha per misura la 
zona che gli serve di base moltiplicata per la 
terza parte del raggio . 

Un settore circolare ACB può aumentare fi- 
no a divenire uguale al mezzo-circolo, allora 
il settore sferico descritto dalla sua rivoluzio- 
ne è la sfera intiera. Dunque la solidità del' 
la sfera è uguale alla sua superficie moltiplica- 
ta per la terza parte del raggio , 

Corollario. Stando le superne! delle sfere 
come i quadrati dei loro raggi, queste super- 
aci moltiplicate per i raggi staranno come i 
■ cubi dei raggi . Dunque le solidità di due sfe- 
re stanno come i cubi dei loro raggi , 0 come 
i cubi dei loro diametri . 

Scolio. SUR il raggio d'una sfera, la sua su- 
perfìcie sarà 4pR% e la sua solidità ^B'XfR, 
o fpR'. Se si chiama D il diametro, a motivo 
di R=JD, si ha R»=f I>% e la solidità si 
esprìme ancora con fpXfD\ o ^pD'. 
PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA 

La superficie della sfera sta alla superficie to V 
tale del cilindro circoscritto (comprende!- dovi 
lesue basi) come 2 stà «3 . le solidità di questi 
due corpi stanno fra loro nel medesimo rapporto . 

Sia MPNQ il gran circolo delia sfera, AUCD- 
il quadrato circoscritto: se fi fa girare insie- 
me il mezzo-circolo PMQ e il mezzo-quadra,- 
to PADQ intorno al diametro PQ , il mezzo* 
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circolo descriverà la sfera , e il mezzo-qua- 
drato descriverà il cilindro circoscritto alla 
sfera". 

L'altezza AD di questo cilindro è uguale 
al diametro PQ, la base del cilindro è ugna- 
le al gran circolo', giacché ha per diametro 
AB uguale a MN ; dunque la superficie con- 
p. 4. vessa del cilindro * è uguale alla circonferen- 
za del gran circolo moltiplicata per il suo dia- 
, meteo. Questa misura è la medesima di quel- 
P.io.la della superficie della sfera *■: d'onde segue 
che la superficie della sfera è uguale alla su- 
perfìcie convessa del cilindro circoscritto. 

Ma. la superficie della sfera è uguale a quat- 
tro gran circoli; dunque la superficie conves- 
sa del cilindro circoscritto è anch'essa ugua- 
le a quattro gran circoli : se vi si aggiungono 
le cine basi che equivalgono a due gran circo- 
li, ìa superficie totale del cilindro circoscritto- 
sarà uguale a sei gran circoli ; -dunque la su- 
perficie della sfora sta alla superficie 'totale del 
cilindro circoscritto coma 4 sta a 6 , o come 
a sta a 3 . Qaest'c il primo punto che sì tratta- 
va dì dimostrare . 

In secondo luogo poiché la 'base del cilin- 
dro circoscritto è uguale a un gran circolo, e 
la sua altezza al diametro, la solidità del ci- 
lindro sarà ugnale al gran Gircólo moltiplicato 
»■ per il diametro *.'Ma la solidità della sfera è 
uguale a quattro gran circoli moltiplicati per 
P l5, la terza parte del raggio * , il che è lo stesso 
che ufi gran circolo moltiplicato per ■% del rag- 
gio, o per | del diametro; dunque la sfera sta 
al cilindro circoscritto come 2 sta a 3, e per 
conseguenza le solidità di questi due corpi stan- 
no fra loro còme le loro superfiei. 

Scolio. Se s imagina un poliedro» tutte le 
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,di cui faccie tocchino la sfera , questo poliedro 
potrii considerar.-i come composto di piramidi 
che hanno tutte per sommità il déntro della 
sfera, eie di cui basi sono le differenti faccie 
del poliedro. Ora è chiaro che tutte questo 
piramidi avranno per altezza comune il raggio, 
della sfera, talmente che ogni piramide sarà 
uguale alla faccia del poliedro che gli servo 
di base moltiplicata per la terza parte del rag- 
gio; dunque i! poliedro iutiero sarà uguale al- 
la sua superficie moltiplicata per la terza par- 
te del raggio della sfera inscritta. 

SÌ vede da ciò che le solidità dei poliedri 
circoscritti alla sfera stanno fra loro come le- 
enperfici di questi stessi poliedri. Onde ia pro- 
prietà che abbiamo dimostrata per il cilindro 
circoscritto è comune a un infinità d'altri corpi. 

Si avrebbe potuto osservare ugualmente che 
le superfici dei poligoni circoscritti al circolo 
Ètanno fra loro come i loro contorni . 

PROPOSIZIONE XVII. 

PROBLEMA. 
Supponendosi che il segmento circolare BMD P-*tJ. 
faccia una rivoluzione intorno il diametro AG» 
che sta fuori di questo segmento, trovare il va- 
lore del solido generato . 

Abbassate full' asse le perpendicolari UE, 
DP ; conducete CI perpendicolare sulla corda 
ED; e tirate i raggi GB, CD. 

a. 

II solido descritto dal settore BGA=-|pGA 
AE* ; il solido descritto dal settore DCÀ— j^r* ?-iS. 

CA. AP } dunque la differenza di questi due 
solidi, 9 il solido descritto dal settore DCB= 

fp.GMAF— AE)=|p.GA a EP. Ma il solido de- 
scritto dal triangolo isoscele DCB ha per misu- 
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**' lJ "ra Ip.CL EF*; dunque il solido descritto dal 

segmento BMD=£p.EF(CA— CI) . Ora net 

triangolo rettangolo CBIsi ha GB— CI~BI= 

^BD; dunque a motivo di C\=CB, il solido 
descrìtto dal seicento BMD avrà per misura 

\ p. EP. $BD? o i BD*. EP. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA 

F- »7 3 - Ogni segmentatili sfera compreso fra due piani 
paralleli ka per misura la mezza somma delle sue 
basi moltiplicata per la sua altezza , più la solidi- 
tà della sfera di cui questa medesima altezza è 
il diametro. 

Siano BE , DF i raggi delle basì dei se- 
gmento, EF la sua altezza ; talmente che il 
segmento sia prodotto dalla rivoluzione dello 
spazio circolare BMDFE intorno all' asse FE. Il 

* p.i 7 . solido descritto dal segmento BMD*=g BD . 
EF, il tronco di cono descritto dal trapezio 

•P.6. BDFE*=fEF.(BEVr>F^BE. DF); dun- . 
rjue il segmento di sfera che è ta somma di que- 
sti due solidi = ^ EF. (2ÉE-+2DFh-2BE.DF-i- 
BD). Ma tirando BO parallela ad EF, siarrà 

*p. 9 . DO—DF—BE, DoLd'P— a DF. BE-+-BÉ** 

L. in. a — » a 2 __ a 

e per conseguenza BD=BO-t-DO— EF ,-+ DF 

— 2DFXBE-+BE. Mettendo questo valore in 

vece di BD nell'espressione del segmento, e 
cancellando ciò che si distrugge, sì avrà per 
la solidità del segmento, 
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che si decompone in due parti ; una -g EP . 




za-somma delle basi moltiplicata per l'altez- 
za , l'altra f-. EF rappresenta la sfera il di 
cui diametro è EF*. Dunque ogni segmen-* p.,s. 

to di sfera eo. 

Corollario. Se una delle basi fòsse nulla, 
il segmento di cui sì tratta diventa un se- 
gmento sferico d'una sola base; dunque ogni 
segmento sferico d'una sola base ha per valo- 
re la metà del cilindro della stessa buse e del- 
la stessa altezza , più la sfera che ha per dia- 
metro guest' altezza medesima. 

• 

Scolio generale > 

Sia R il raggio della base dì un cilindro, 
H la sua altezza; la solidità del cilindro sarà 
pTL'XH opE'H. 

Sia R il raggio della base d'un cono, H 
la sua altezza ; hi solidità del cono sarà 
yR'X^H, o |pR'H. 

Siano A e B i raggi delle basì d'un cono 
troncato, H la sua altezza: la solidità del 

tronco di cono sarà -jH^A'-^B'-t-AB). 

Sia R il raggio d^una sfera; la sua solidi- 
tà sarà ^pR'- 

Sta R il raggio d'un settore sferico, H l'ali 
tezza della zona che gli serve di base ; la so- 
lidità del settore sarà |pR'H. 

V 
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Siano P d Q le due basi d'un segmento 
sferico , H la sua altezza ; la solidità di questo 

segmento sarà ^— ~ ^ .H-t-gpH 3 . 

'Se il segmento sferico ha nua sola base P, 
essendo 1' altra nulla, la sua Solidità sarà ^PH 




Fine dell' Opera. 
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